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1. Emlékeztetd

1.1. El6adas (2023. november 15.)

Szamelmélet: Fokszam tétel bizonyitdsa. Wilson tétel (csak az
I. bizonyitas volt).  Széamelméleti fiiggvények.  Nevezetes fiiggvények
(d(n),o(n),w(n),2(n), p(n)), ezek multiplikativitasa, explicit képlete. Mul-
tiplikativ fliggvény Osszegzési fiiggvénye is multiplikativ. Mo&bius féle meg-
forditéasi formula (bizonyitas nélkiil). Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet,
120-125, 132-160 oldal.

1.1. Tétel (Wilson-tétel). Ha p prim, akkor (p —1)! = —1 (mod p)
1.1. Definicié (Wilson prim). Wilson primnek neveziink egy p szdmot, ha
P’l(p =1 +1

1.2. Definici6é (Szamelméleti fiiggvény). Az f(n) figguényt szdmelmé-
leti fiigguénynek nevezziik, ha értelmezési tartomdnya a természetes szdmok
osszessége. Frtékkészlete lehet komplex vagy valds.

Példék:
e tetszbleges polinomfiiggvény
e logaritmus fliggvény

e Fuler-féle ¢ fiiggvény



1.3. Definicié (Multiplikativ fiiggvény). Az f(n) szamelméleti figg-
vényt multiplikativnak nevezzik, ha

f(ab) = f(a)f(b)

minden (a,b) = 1 szampdrra. Ha a f(ab) = f(a)f(b) dsszefiiggés tetszdle-
ges a,b természetes szamok mellett is érvényes, akkor a figguényt teljesen
multiplikativ fiigguénynek nevezzik.

1.4. Definici6é (Additiv fiiggvény). Az f(n) szdmelméleti figgvényt ad-
ditivnak nevezziik, ha

f(ab) = f(a) + f(b)

minden (a,b) = 1 szdmpdrra. Ha a f(ab) = f(a)+f(b) dsszefiiggés tetszdleges
a, b természetes szamok mellett is érvényes, akkor a fligguényt teljesen additiv
figguénynek nevezzik.

Multiplikativ fliggvény pl. az Euler-féle ¢ fiiggvény, additiv a logaritmus
fiiggvény.

1.5. Definicio. Egy n > 0 egész pozitiv osztdinak a szamdt d(n)-nel jeloljik
1.6. Definicio. Egy n > 0 egész pozitiv osztdinak dsszege o(n)-nel jeldljik

1.7. Definici6 (Mobius-fiiggvény). Legyen n primtényezos felbontdsa
n = pi'py*...pYr, ahol py,pa,...,pr kilonbézd primek és a; > 1l,ag >

1,...,a, > 1. Ekkor p(n) Mébius-figguényt a kévetkezd mdodon értelmez-

1 han=1
pun)=< (-1)" haoy=---=a,=1
0, ha 3 p prim, hogy p*|n azaz, ha n nem négyzetmentes

példa:

p(10) = (~1)*  (20) =0, pu(30) = (~1)*

1.8. Definicié. Az w(n) az n kilonbozé pozitiv primosztdinak szdma.
Amennyiben n primtényezos felbontdsa n = p*p3*...p%r, akkor w(n) = r,
az QU(n) figgvény pedig a primosztok szama multiplicitdssal szdmolva, vagyis:

Qn)=a1+ s+ -+,



1.9. Definici6é (Euler-féle p—fiiggvény). Tetszdleges n pozitiv egész ese-
tén o(n) az 1,2, ...,n szamok kozil az n-hez relativ primek szamdt jelenti.

1.2. Tétel. A

d(n),o(n), u(n), ¢(n)
fuggvények multiplikativ szamelméleti fligguények.
Nevezetes additiv fliggvények a kdvetkezGk:

1.3. Tétel. AzQ(n) figgvény teljesen additiv, azw(n) figguény pedig additiv
fligguény.

1.4. Tétel. Az Euler-féle p(n) figguény explicit alakja:

(1) (- D)) -1 (-

1.5. Tétel. A d(n) figgvény explicit alakja
(a1 +1)(ag+1)-- (o + 1)

ahol az n szdm primtényezos felbontdsa

ay, Qa9

n=pypyt e pyt
ésd(l) =1
1.6. Tétel. A o(n) figgvény explicit alakja

ar+1 1 az+1 1 ar+1 1
g(n) — P . Py Lo 2T
p—1 pa—1 pr—1

ahol az n szdm primtényezos felbontdsa

n=pi'pyt- - p
éso(l)=1
Multiplikativ fiiggvények Osszegzési fliggvénye is multiplikativ.
1.7. Tétel. Legyen f(n) multiplikativ figgvény. Ekkor

g(n) = f(d)

dn

figgvény is multiplikativ.



1.8. Tétel.

> pn)=n

dln

2. Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat:

(1) 14lz =5 (mod 17)

(2) (p—3)z =1 (mod p)
2. Mi 1357842 utolso két szamjegye (tizes szamrendszerben)?
3. Hany pozitiv osztoja van a 490-nek?

4. Keressiik meg azt a legkisebb n természetes szamot, melyre d(n) =
23,25,24!

5. Szamitsuk ki ¢(n) értékeit az n = 1,2,3,...,12 behelyettesitési érté-
keken.

6. Mutassuk meg, hogy ¢(5186) = ¢(5187) = ¢(5188)
7. Mennyi 13 rendje modulo 177
8. Mennyi 2, 3,71 rendje modulo 317

9. Allapitsuk meg 11 rendjét modulo 23, ha tudjuk, hogy 11" # 1
(mod 23)!

10. Igaz-e, hogy ha a|b, akkor ¢(a)|p(b)?
11. Milyen értéket vehet fel egy multiplikativ fiiggvény 1-ben?

12. Milyen lehet egy multiplikativ fiiggvény, ami az 1-ben nullat vesz fel?
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