Algebra és szamelmélet gyakorlat
2023/2024 1. félév

2023. November 24.

1. Emlékeztetd

1.1. El6éadas (2023. november 16.)

Szamelmélet: Tokéletes szamok, baratsagos szdmok, hidnyos és bovel-
kedd szamok (a bizonyitdsok nem szerepeltek). Rend. Rend alaptulajdonsa-
gai. Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet, 150-160 oldal.

1.1. Definicié. Az n szam tékéletes, ha pozitiv osztdinak osszege eqyenld a
szdm kétszeresével. Vagyis
o(n) =2n

Tokéletes szam pl. a 6, 28,496, 8128.

2:6 = 1+2+3+6
2:28 = 1+2+4+7+14+28

1.1. Tétel (Eukleidész). Ha 2 — 1 Mersenne-prim, akkor 2P=1(2F — 1) td-
kéletes szam.

1.2. Tétel (Euler). Minden pdros tékéletes szdim felirhaté 2P~(2P—1) alak-
ban, ahol 2P — 1 Mersenne prim.

1.2. Definicié. Az a ésb természetes szamok bardtsdgos szamok, ha az eqyik
szam onmagdndl kisebb osztoinak dsszege éppen a mdsik szdm és ez forditva
15 1gaz. Mdsképpen megfogalmazva:

ola)—a=0b és ob)—b=a.



Példaul a 220 és 284 baratsagos szamok, hiszen a 220 megfelel§ osztoi
1,2,4,5,10,11,20,22,44,55 és 110, ezek Osszege 284. Forditva pedig, 284
megfelel§ osztoi 1, 2,4, 71 és 142, ezek Osszege 220.

1.3. Tétel (Szabit ibn Kurra). Legyen n rogzitett, v = 3-2" — 1, y =
3-2071 —1¢6€s2=9-22""1. Hax,y,z primek , akkor az

a=2n-x-y és b=2n-z
szdmok bardtsdagos szdmot alkotnak.

1.3. Definicié. Legyen (a,m) = 1. At pozitiv egészet az a rendjének nevez-
ztik modulo m, ha
a'=1 (mod m)

de barmely 0 <1 <t esetén
a"#1 (mod m)
Jelolés: o, (a).

1.1. Allitas (Euler—Fermat-tétel kévetkezménye). Ha (a,m) = 1, ak-
kor oy, (a) < ¢(m)

1.2. Allitas. Ha (a,m) = (bym) = 1 és a = b (mod m) akkor o,,(a) =
om(D).

1.4. Tétel. Legyen (a,m) =1 ést € N, ekkor
a"=1 (modm) <= oyla)lt
1.5. Tétel. Legyen u,v € N, (a,m) = 1. Ekkor
a*=a" (modm) <= wu=v (modoy,(a))

A rend mindig osztoja ¢(m)-nek, ahol m a modulus.

1.6. Tétel. Legyen (a,m) =1, ekkor oy, (a)|e(m).



2. Feladatok
1. Az alabbi fiiggvények koziil melyek additivak és melyek multiplikati-
vak?

1 han=1
(1) f(n) :{ 0, egyébként
(2) g(n) = —3log(n)
(3) h(n) = (=1)"*!

2. Létezik f(n) multiplikativ fiiggvény, amely az f(1) = 1 értéket kivéve
csak negativ értékeket vesz fel?

3. Szémitsuk ki p(42), w(630), ©(462) értékét, ahol pu(n) a Mobius fiigg-
vény!

4. Szamitsuk ki o(35), 0(103), o(144) értékét, ahol o(n) az n pozitiv
osztoéinak Osszege! Explicit képlete:

a1+1 _ 1

oy < PR Tt
p1—1 p2— 1 pr—1

5. Szémitsuk ki a 13 rendjét modulo 59.
6. Szamitsuk ki a 17 rendjét modulo 29.
7. Tudjuk, hogy
18" = 1 (mod 41)
18% = 1 (mod 41)
Mennyi a 18 rendje modulo 417
8. Végezziik el az alabbi polinomosztasokat:

(1) (223 4+ 222+ 32 +2): (> + 1)
(2) (2 —2): (222 + 22 — 3)
(3) (2t — 223 +42? — 62 +8) : (x — 1)
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