Algebra és szamelmélet gyakorlat
2023/2024 1. félév

2023. December 07.

1. Emlékeztetd

1.1. El6adas (2023. november 29.)

Szamelmélet: Primitiv gyok, diszkrét logaritmus (index). Binom kong-
ruencia megoldhatosaga. Diffie-Hellman kulcscsere, DHP és DLP.
Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet: 161-177 oldal.

1.1. Definicié. Eqy g szimot primitiv gydknek neveziink modulo m, ha

Pl. modulo 17 6sszesen 8 darab primitiv gyok van. FEzek: 3,5,6,7,10,11,12
és 14.

1.1. Tétel. Ha p prim, akkor modulo p létezik primitiv gyok.

1.2. Tétel. Eqy g szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha
1,9,.6% ..., ¢°" = redukdlt maradékrendszer modulo m.

1.3. Tétel. Az m > 1 modulusra nézve akkor és csak akkor létezik primativ
qyok, ha m = p®,2p~, 2 vagy 4, ahol p > 2 prim és a > 0 egész szdam.

1.4. Tétel. Legyen a modulus eqy p primszdm.

(i) Egy primitiv gyok i-edik hatvinya akkor és csak akkor primitiv gyok,
ha (i,p—1)=1.



(i) A pdronként inkongruens primitiv gyokok szama o(p — 1).
1.2. Definicié (Diszkrét logaritmus). Legyen p prim, g primitiv gyok
(mod p) és (a,p) = 1. Ekkor a-nak a g alapi diszkrét logaritmusdn vagy
indexén azt a 0 < k < p— 2 szdmot értjik, amelyre
a=g" (mod p)
Jelolés: k = indga
1.5. Tétel. Legyen p prim és (a,p) = 1. Az
2 =a  (mod p)
kongruencia akkor és csak akkor oldhato meg, ha
p—1
a®r-1 =1 (mod p)
Megoldhatdsdg esetén a pdronként inkongruens megolddsok szdma (k,p —1).
A masodik feltétel ekvivalens azzal, hogy
(k,p—1)|ind,a

telejsiil, ahol g egy tetszéleges primitiv gydk



2. Feladatok

1.

Tudjuk, hogy 117 = —1 (mod 17). Bizonyitsuk be, hogy 11 primitiv
gyok modulo 17!

Hatarozzuk meg az Osszes primitiv gyokot modulo m, ha m értéke

a.)7; b)) 10; c.) 18.

. Adjunk meg egy olyan szamot, amely egyszerre primitiv gyok

(mod 11) és (mod 14) is.
Mely p primekre lesz ind, 7(2) = 37

Keressiik meg az alabbi primekhez a legkisebb pozitiv primitiv gyokot
és készitslink indextablazatot!

. Oldjuk meg a kovetkezd binom kongruencidkat!

a) 5r?2 =6 (mod 13)
b) 323 =7 (mod 11)
¢) 4-9* =11 (mod 13)

Oldjuk meg indextablazat segitségével a

502°=3 (mod 11)

Készitsen indextéblazatot modulo 13, majd oldja meg az indextablazat
segitségével az alabbi kongruenciat:

49° =11 (mod 13)

Bontsuk fol a 22* —4 polinomot az R és C f516tt irreducibilis polinomok
szorzatara:
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