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1. Oszthat6sag

1.1. Definicio (FGY. 1.1.1). A b egész szamot az a egész szdm osztdjanak
nevezzik, ha létezik olyan q egész szdm, hogy a = bq. Jeldlés: b | a.

Ha nem létezik olyan q egész, amelyre a = bq, akkor b nem osztdja a-nak,
jelolése: bta

1.2. Definicié (FGY. 1.1.2). Ha egy szim minden szamnak osztdja, akkor
eqységnek nevezzik.

1.1. Tétel (FGY: 1.1.3). Az egész szamok kirében két eqység van, az 1 és
a—1.

1.1. Megjegyzés. Az oszthatdsagot az egészektdl kilonbozd szamkorokben
(barmely integritds tartomdnyban) be lehet vezetni. Tekintsik a pdros szd-
mokat. Itt b | a azt jelenti, hogy létezik olyan q pdros szdm, amelyre a = bq.
Pl 2|20, de 2 {10, s6t a 10-nek egydltaldn nincs is osztéja. EbbSl az is
kévetkezik, hogy a pdros szamok kérében eqydltaldn nincsenek eqységek.
Ugyanakkor a ¢ + dv/2 alaki (specidlis valds) szamok kdrében, ahol ¢, d tet-
szoleges egészek, végtelen sok eqység taldlhato.

1.2. Tétel (FGY: 1.1.4). Ha ¢ és 0 egységek és b | a, akkor €b | da is
teljestil.

1.1. Bizonyitas. Az ¢ az 1-nek is osztdja, azaz alkalmas r-rel 1 = er. Ha
a = bq, akkor da = (eb)(dqr), tehdt valdban €b | da.



1.3. Tétel (FGY: 1.1.5). Az egész szamok oszthatdsdgdanak néhdny eqysze-
rit, de fontos tulajdonsdga:

(i) Minden a-ra a | a
(1) Ha c|b ésb|a, akkor c | a.

(111) Aza |bésb|a oszthatdsdgok egyszerre akkor és csak akkor teljesiilnek,
ha az a a b-nek eqységszerese.

(iv) Ha c|a ésc|b, akkor ¢ | a+0b ésc|a—b, tovibbd tetszdleges egész
k-ra c | ka, illetve tetszdleges eégsz r,s-re ¢ | ra + sb.

Az (1) — (i41) tulajdonségok rendre azt fejezik ki, hogy az egész szamok
oszthatosaga reflexiv, tranzitiv, de nem szimmetrikus relécio.

2. Maradékos osztas

2.1. Tétel (FGY: 1.2.1). Tetszdleges a és b # 0 egész szamokhoz léteznek
olyan egyértelmien meghaldrozott q €s r egész szamok, amelyekre

a=bg+r é 0<r<|p

A maradékos osztasnél kapott ¢ szamot hdnyadosnak, az r-et pedig (leg-
kisebb nemnegativ) maradéknak nevezziik. A b| a oszthatosag (b # 0 esetén)
pontosan akkor teljesiil, ha a maradék 0. Gyakran kéényelmesebb, ha negativ
maradékokat is megengedjiik. Erre vonatkozik az el6z6 tétel alabbi varidnsa:

2.2. Tétel (FGY: 1.2.1 A). Tetszileges a és b # 0 egész szamokhoz létez-
nek olyan egyértelmien meghatdrozott q és r eqész szamok, amelyekre
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a=bg+r és — ST‘SE

Ebben az esetben az r-et legkisebb abszolit értékid maradéknak nevezzik.
2.1. Példa. Legyen a = 30, b = —8, ekkor
30 = (=8)(=3) + 6 = (=8)(—4) — 2,

tehdt a legkisebb nemnegativ maradék a 6, a legkisebb abszoliutértékd maradék
pedig a —2.



A kovetkezd tételbdl ltani fogjuk, hogy a maradékos osztas felhasznalhato
a pozitiv egész szamok un. szamrendszeres felirasahoz is.

2.3. Tétel (FGY: 1.2.2). Legyen t > 1 rigzitett egész. Ekkor barmely A
pozitiv egész eqyértelmien felirhato az aldabbi alakban:

A=at" +ap 1t" '+ Fait+ayg, ahol 0<a; <t és a,#0.

Az A szam fenti elGéllitasaban az a; szdmok az A szadmjegyei t alapt szam-
rendszerben(ha t > 10, akkor a 0,1,2,...,9 mellett tovabbi szamjegyeket is
be kell vezetni). A fenti elgallitast

A=ana,_1... a1aop  vagy A=a,0,_1... a1dopy

alakban jeldljiik.
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