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1. Legnagyobb ko6zos oszt6, Kkitiintetett kozos
0Szto

1.1. Definicié (FGY. 1.3.1). Aza ésb egész szamok legnagyobb kizis 0sz-
toja d, ha

(i) d|a, d|bés
(ii) ha egy c-re ¢ | a, c|b teljesiil, akkor |c| < |d|

Jelolés: d = (a,b) vagy d = Inko(a,b). Ha a = b = 0, akkor nem létezik
legnagyobb kozos osztojuk, hiszen minden egész szam kozos oszto, és ezek
kozott nincs legnagyobb abszolat értéki.

Minden mas esetben viszont a fenti definiciot pontosan két d szam elégiti
ki, amelyek egymaés ellentetjei. Mivel egy szdm és a negativja oszthatosé-
gi szempontbol teljesen egyenértékii, ezért a és b Gsszes kdzos osztojat ugy
kapjuk meg, hogy a pozitiv kdzos osztok mellé vessziik azok negativjait. A
pozitiv kézos osztok P halmaza nem az iires halmaz, hiszen az 1 biztosan osz-
t0, tovabba P-nek csak véges sok eleme lehet, mert egy nemnulla szdémnak
csak véges sok osztoja van. Ennélfogva P elemei kozott létezik egy legna-
gyobb, jeloljiik h-val. Ekkor nyilvan d = h és d = —h kielégitik a definiciot,
mas szam viszont nem.

1.2. Definici6é (FGY. 1.3.2). Aza és b szamok kitintetett kozds osztdja 0,
ha

(i) 6 |a, 0|0 és



(1i°) ha egqy c-re ¢ | a, c|b teljesil, akkor c | o

A Kkitiintetett kozos osztoé tehéat olyan kozds osztd, amely minden kozos
osztonak tobbszorose.

A definiciobol kovetkezik, hogy ha két szamnak létezik kitiintetett kozos
osztoja, akkor az egységszerestdl eltekintvbe egyértelmii.

Ha a = b = 0, akkor a kitiintetett kozos osztojuk a definicio szerint 0.

Megmutatjuk, hogy ha egyaltalan létezik a J kitiintetett kozds oszto, ak-
kor 0 csak a legnagyobb kizos oszto (valamelyik értéke) lehet. Jeloljiik d-vel
a 0-val azonos elgjeld legnagyobb kozos osztot. Ekkor egyrészt (i7) miatt

0] < |d]
masrészt (1i') alapjan d | 0 amibdl
jd| < 9]

kovetkezik. A két egyenléségbdl kapjuk, hogy |d| = || és igy az azonos eljel
miatt 6 = d.

Egyaltalan nem magétol értet6dd azonban, hogy a legnagyobb k6z6s 0szt6
valoban rendelkezik a (i7') kitiintetett tulajdonsaggal is, vagyis hogy barmely
két egész szamnak létezik kitiintetett kozos osztoja.

1.1. Tétel (FGY: 1.3.3). Bdrmely két egész szamnak létezik kitintetett ko-
208 o0szloja.

1.1. Bizonyitas. A kitintetett k6z0s o0szto létezését a matematika eqgyik leg-
dsibb eljardsdval, az euklideszi algoritmussal igazoljuk. Az eqyik szdmot ma-
radékosan elosztjuk a mdsikkal, majd a mdsik szamot a maradékkal stb., min-
dig az osztol a maradékkal, amig O maradékhoz nem jutunk. Megmutatjuk,
hogy az eljdrds véges, és az utolsé nemnulla maradék lesz a két szam (egyik)
kitiintetett kézos osztdja.

Nézziik mindezt részletesen. Tegyiik fel, hogy (pl.) b# 0. Ha b | a, akkor
0 = b megfelel.

Ha bt a, akkor alkalmas q;,r; egészekkel

a = bq+r, ahol 0 <ry <D

b = 7rigy+ 1o, ahol 0<ry <y
rL = ToQ3+ T3, ahol 0 <r3<mry
Tno = Tpn_1Qn+7Tn, ahol 0<r, <r,_

Tn—1 = TnQn+1 (rn—&-l = O)



Az eljards biztosan befejezddik véges sok lépésben, ugyanis a maradékok nem-
negativ egészekbdl allo szigorian csokkend sorozatot alkotnak:

|b’>7’1>7"2>...

Most belatjuk, hogy r, valdban az a és b szamok (eqyik) kitintetett kizis
0sztoja.

Az algoritmus egyenldségein alulrdl felfelé haladva elészor azt igazoljuk,
hogy r, kozds osztdja a-nak és b-nek. Az utolsé egyenldségbdl vy, | rp—1. Az
utolso eldtti eqyenldségre ratérve

Tn ’ Tn—1, Tn ‘ Tn == Th ’ Tn-1Qn + 7Tn = Th—2

Ugyanigy folytatva végil r,, | b, majd (az elsd egyenldséghél) r,, | a adddik.
A kitiintetett tulajdonsdg igazoldsihoz felilrdl lefelé haladunk. Legyen c |
a, ¢ |b, ekkor az elsé egyenldséghdl ¢ | a — bq = r1. A mdsodik egyenldségre
rdatérve
clb, c|lry = c|b—r1g2 =12.

Ugyanigy folytatva végil az utolsd eldtti eqyenldségbdl kapjuk, hogy c | r,. W

1.1. Megjegyzés. 1. Az euklideszi algoritmust a legkisebb nemnegativ ma-
radékok helyett a legkisebb abszolut értékd maradékokkal 1s végezhetyiik; ebben
az esetben a maradékok abszolit értéker alkotnak nemnegativ egészekbdl dallo
szigoruan csokkend sorozatotl, és igy az eljards ekkor is véges sok lépésben
biztosan befejezddik.

2. Szokds a legnagyobb kiozds osztot eleve pozitivnak definidlni. Mivel
azonban eqy szam €és a negativja eqymas eqységszereset, azaz bdrmely oszt-
hatosdgi kérdésnél teljesen azonosan viselkednek, ezért semmi ok sincs arra,
hogy a legnagyobb kizds osztd fogalmdbol a negativ szamokat eleve kirekesz-
sziik. Ezért adtuk meg a legnagyobb kozos oszto definiciojdt gy, hogy abba a
ket legnagyobb abszolut értéki kizos oszto eqyenrangian beleférjen.

3. Az eldrebocsdtott megjegyzések alapjin nem jelent megszoritdst, ha a
tovabbiakban kényelmi okokbsl a legnagyobb kizds osztd, illetve a (vele mdr
bizonyitottan megegyezd) kitintetett kizos osztd két értéke kiozil mindig a po-
zittvat fogjuk tekinteni. Ezentil az (a; b), illetve Inko(a; b) jelélés is ezt a(z
egyértelmien meghatdrozott) pozitiv szamot fogja jelenteni, és (dltaldban) a
kitiintetett kozos osztora s a legnagyobb kozds oszto elnevezést fogjuk hasz-
nalni.

4. A legnagyobb kdzos oszté gyakorlati kiszamitdsdndl az eqyszerien adodo
(a,b) = (b,a — kb) dsszefiiggés alapjan gyakran kényelmesebb az euklideszi



algoritmusnak az
<a7 b) = (b7 Tl) - <7"1,7’2> == (rnflarn) - (Tn70) =Tn

alakjat haszndlns.

5. Az 1.3.2 Definiciot, az ottani (ii') kitintetett tulajdonsdg bevezetését
az indokolja, hogy csak oszthatosdgi reldciot haszndl fel, szemben az 1.3.1
Definicidval, amelyben rendezési reldacic (nagyobb—kisebb) is szerepel. Ennél-
fogua nem meglepd, hogy az egész szamok szamelméleti vizsgdlataindl - amint
hamarosan ldtni fogjuk - mind elméleti, mind pedig gyakorlati szempontbdl
elsdsorban a (ii’) kitintetett tulajdonsdgra tudunk majd tamaszkodni.

A csak az oszthatésdgra épild fogalomalkotds tovdbbi eldnye, hogy bi-
zonyos szamkorokben (illetve dltaldnosabban integritdsi tartomdnyokban) az
1.3.1 Definicio nem 1is értelmes. FEnnek eqyik nyilvdnvalo oka az, ha nem
definidlhatd a szdmkérben (a szokdsos ,jo” tulajdonsdgokkal bird) rendezés,
ilyenek pl. a komplex szamok bizonyos részhalmazai.

Az 1.3.1 Definicidval azonban olyan szdamkirdkben is adddhat probléma,
amelyekben van rendezés, példdul a ¢+ dv/2 (c,d egészek) szamkaorben is ez a
helyzet. Itt ugyanis a végtelen sok egység muatl barmely két elemnek végtelen
sok kézios osztdja van, és ezek kozitlt nincs legnagyobb abszolit értékd. (Ha
csak paronként nem eqységszeres kézos osztokat tekintink, akkor sincs értelme
az 1.3.1 Definicionak, mert barmely két k6z0s oszto esetén létezik az elsdnek
olyan egységszerese, amely nagyobb a mdsodik osztondl.) Ezért a szamelmélet
tovdbbi fejezeteiben egyenesen az 1.3.2 Definicio szerint értelmezzik majd a
legnagyobb kozds osztot.

1.1. Példa. Szamitsuk ki (753,420) legnagyobb kézis osztdjdt:

753 = 1-420+ 333
420 = 1-333+ 87
333 = 3-87T+72
87 = 1-72+15
72 = 4-15+412
15 = 1-12+3
12 = 4-3+40

Tekintsiik (az egész szamok korében) a legnagyobb kozos oszté néhany
fontos tulajdonsagat:

1.2. Tétel (FGY: 1.3.4). Ha ¢ > 0, akkor (ca,cb) = c¢(a,b)

4



1.2. Bizonyitas. Tekintsik az (a,b) elddllitasdra szolgdlo euklideszi algorit-
must, legyen az utolsé nemnulla maradék r, = (a,b). Szorozzunk meg minden
egyenldséget c-vel, ekkor éppen a (ca,cb)-t elddllitc euklideszi algoritmushoz
Jutunk. Ebben az utolsd nemnulla maradék (ca,cb) = cr, = c(a,b). [

1.3. Tétel (FGY: 1.3.5). Az a ésb szamok legnagyobb kizds osztdja alkal-
mas u €s v egészekkel kifejezhetd (a,b) = au + bv alakban.

1.3. Bizonyitas. Az euklideszi algoritmus elsd eqyenldséqgébdl r1-et kifejezve
ry=a — bqy
adodik. Ennek felhaszndldsdval a mdsodik eqyenldséghdl az
ro=b—r1g2 =b— (a—bq1)g2 = a(—q2) + b(1 + 1¢2)

elodallitashoz jutunk, azaz ro felirhato aU 4 bV alakban. Hasonloan tovabbha-
ladva az utolsd eldtti eqyenldséghdl azt kapjuk, hogy (a,b) = r, is kifejezhetd
au + bv alakban. |

FGY: Freud-Gyarmati: Szamelmélet. Nemzeti Tankonyvkiadé Rt., Buda-
pest, 2000.
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