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1. Diofantikus egyenlet

1.1. Tétel (FGY: 1.3.5). Az a ésb szdmok legnagyobb kizis osztdja alkal-
mas u és v egészekkel kifejezhetd (a,b) = au + bv alakban.

1.1. Bizonyitas. Az euklideszi algoritmus elsd eqyenldséqgébdl ry-et kifejezve
ri =a— bq
adodik. Ennek felhaszndldsdval a mdsodik eqyenldséghbdl az

ro=b—rigp=>b—(a—bq1)g2 = a(—q2) + b(1 + q1¢2)

elddallitdshoz jutunk, azaz ro felirhato aU + bV alakban. Hasonldan tovabbha-
ladva az utolso eldtti eqyenldséghdl azt kapjuk, hogy (a,b) = ry, is kifejezhetd
au + bv alakban. |

Az 1.3.5 Tétel fontos kdvetkezménye az az+by = c kétismeretlenes linearis
diofantikus egyenlet megoldhatdsagara vonatkozo alabbi tétel. Diofantikus
egyenletnek altaldban olyan egész egyiitthatos algebrai egyenletet neveziink,
melynek a megoldéasait is az egész szamok korében keressiik. A fenti az+by =
c egyenletben tehat a, b, c rogzitett egész szamok, és megoldason egy z, y egész
szampart értiink.

1.2. Tétel (FGY: 1.3.6). Legyenek a,b, c rogzitett egész szamok. Az ax +
by = c diofantikus egyenletnek akkor és csak akkor létezik megolddsa, ha

(a,b) | c.



Az 1.3.6 Tételt kiegészithetjiik azzal, hogy megoldhatosag esetén az euk-
lideszi algoritmus egytttal eljarast is szolgaltat a lineéris diofantikus egyenlet
(egyik) megoldasanak a megkereséséhez.

1.1. Definicié. Az a1, as,...,a; szimok relativ primek, ha nincs eqységtdl
kilonbozd kozds osztojuk, azaz (ay,as, ..., ax) = 1.
1.2. Definicié. Az aq,as,. .., a, szimok pdronként relativ primek, ha kézi-

lik semelyik kettonek sincs eqységtdl kilonbozd kozds osztdja, azaz minden
1 <i#j <k esetén (a;, a;) = 1.

Nyilvanvalo, hogy a paronként relativ prim szamok egyuttal relativ pri-
mek is, de ez (k > 2 esetén) megforditva nem igaz.

1.3. Tétel. Ha c|ab és (a,c) =1, akkor c | b.

1.2. Bizonyitas. Nyilvdn elég arra az esetre szoritkoznunk, ha a,b és ¢ po-
zittv. FEkkor a ¢ | ab és ¢ | ¢b oszthatdsdgokbdl a legnagyobb kizis oszto
kitiintetett tulajdonsdga, valamint az 1.5.4 Tétel alapjin kiévetkezik, hogy

c¢| (ab,cb) = (a,c)b=">b. W

2. Felbonthatatlan szam és primszam

2.1. Definici6 (Felbonthatatlan szam, FGY 1.4.1). A p egységtdl (és
nulldtol) kilonbozé szamot felbonthatatlan szamnak nevezzik, ha csak gy
bonthatd fel két egész szdm szorzatdra, hogy valamelyik tényezd eqység. Azaz

p=ab = a wvagy b egyséy.

2.2. Definicié (primszam, FGY 1.4.2). A p egységtil (és nulldtol) ki-
l6nbozd szamot primszamnak (réviden primnek) nevezzik, ha csak gy lehet
osztoja két egész szam szorzatdnak, ha legaldbb az eqyik tényezdnek osztoja.
Azaz

plab = pla vagy plb.

2.1. Tétel (1.4.3). Az egész szamok kirében p akkor és csak akkor prim, ha
felbonthatatlan.

2.1. Bizonyitas. Nyilvan feltehetd, hogy p nem nulla és nem eqység.



1. Eldszor tegyiik fel, hogy p prim, és ldssuk be, hogy felbonthatatlan is.
Induljunk ki eqy p = ab szorzat-elddllitdsbol; azt kell igazolnunk, hogy a és b
valamelyike egység.

Mivel p = ab, igy p | ab is igaz. Mivel p prim, ezért ebbél p | a vagy p | b
kivetkezik. Az elsd esetben ab | a, tehdt (a # 0 mialt) b| 1, vagyis b egység,
a masodik esetben pedig ugyanigy kapjuk, hogy a egység.

1I. Most tegyiik fel, hogy p felbonthatatlan, és ldssuk be, hogy prim 1is.
Induljunk ki egy p | ab oszthatdsdghdl; azt kell igazolnunk, hogy p | a ésp|b
kozil legalabb az eqyik teljestil.

Ha p | a, akkor készen vagyunk. Hap t a, akkor p felbonthatatlansdga és
(p,a) | p miatt (p,a) = 1. A p | ab és(p,a) = 1 feltételekbdl az 1.3.9 Tétel
alapjin p | b kévetkezik. |

Ezzel megmutattuk, hogy az egészek korében a felbonthatatlan szamok
és a primszamok egybeesnek. A két fogalom azonban sok més szamkorben
nem ekvivalens.  Példaul a paros szamok korében a 6 felbonthatat-
lan, hiszen egyaltalan nem bonthat6é két péros szam szorzatara, azonban
nem prim, mert osztoja a 18-2 szorzatnak, de nem osztja egyik tényezGt sem.

Az egészek korében a primszamok vizsgélata a szamelmélet egyik legfon-
tosabb teriilete. Mar Euklidész bebizonyitotta, hogy végtelen sok primszam
létezik, ugyanakkor a primszamokkal kapcsolatban rengeteg az olyan egysze-
riien megfogalmazhat6 probléma, amely még ma is megoldatlan.

2.2. Tétel (A szamelmélet alaptétele, 1.5.1). Minden, a 0-tdl és egysé-
gektdl kilonbozo egész szam felbonthatd véges sok felbonthatatlan szdm szor-
zatdra, €s ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és eqységszeresektdl eltekintve
eqyértelmd. (Az eqyértelmiiség azt jelenti, hogy ha

a=pi1p2---Pr = q1492 " - - (s

ahol a p; és q; szdmok valamennyien felbonthatatlanok, akkor r = s, és a p;
és q; szamok pdrba dllithatok gy, hogy mindegyik p; a hozzd tartozé q;-nek
egységszerese. ) |

2.1. Megjegyzés. 1. A 0-t és az eqységeket azért kellett kizdrni, mert azok
egydltaldn nem bonthatdok fel felbonthatatlan szimok szorzatdra: az eqységek
csak gy irhatok fel szorzatként, hogy minden tényezd egység, a 0 pedig csak
gy, hogy legaldbb az egyik tényezd 0 (és akkor ez a tényezd nem felbontha-
tatlan,).



2. Magukra a felbonthatatlan szamokra a tétel olyan formdban érvényes, hogy
ezeket eqytényezds szorzatoknak tekintyik.

3. A tétel kimonddsdndal mindenképpen a felbonthatatlan szim fogalmdt ér-
demes haszndlni, hiszen a tétel éppen azt fejezi ki, hogy ilyen ,épitdkovekbdl”
lényegében minden szdm lényegében eqyértelmien ,,0sszerakhato”. A bizonyi-
tds soran is meq fogjuk kilonbéztetni a felbonthatatlan és a prim fogalmdt.
Ezek ekvivalencidja - amant ldtni fogjuk - szoros dsszefliggésben dll a szdmel-
mélet alaptételének az érvényességével.

4. Sok szdmkérben (illetve integritdsi tartomdnyban) nem érvényes a szam-
elmélet alaptétele. Példdul a pdros szamok korében a 100-nak két lényegesen
kiilonbézd felbontdsa létezik felbonthatatlanok szorzatdra: 100 = 2-50 = 10-10.
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