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1. Oszték szama, kanonikus alak

1.1. Definicid. Az f egységtdl és 0-tol kiil6bozd szdmot felbonthatatlannak
nevezzik, ha csak gy bonthato fel két egész szdm szorzatdra, hogy valamelyik
tényezd eqység, azaz:

f=ab = a wvagy b egység.

1.2. Definicio. A p egységtil és 0-tdl kilonbozd szamot primszamnak (prim-
nek) nevezzik, ha csak gy lehet osztdja két egész szdm szorzatdinak, ha leg-
alabb az eqyik tényezdnek osztoja, azaz

plab = pla vagy p|b

1.1. Tétel. Az egész szamok kérében p akkor és csak akkor prim, ha felbont-
hatatlan.

1.2. Tétel (Kanoniks alak). Minden n > 1 egész szam felirhatd
n=ppst e = [ ot
i=1

alakban, ahol py,ps, ..., p, Kilonbozdé primek és a; > 0 egész. Ez a felirds a
Pt primhatvdnytényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

1.3. Tétel (Oszték szama). Az

n=py'py’ -y
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kanonikus alaki n egész szdm pozitiv osztoinak a szama.
d(n) = (a1 + (a2 + 1)+ (ar + 1)
1.4. Tétel. Ha az a és b pozitiv egészek kanonikus alakja

a=pi'py*--pat és b:pflp§2-~~pfr, ahol «; >0,5; >0,

akkor

[a,b] = piﬂaX(Oélﬂl)pglaX(amﬁz) .. .p;l’lax(amﬁr)
illetve

(a,b) = pflnin(oqﬂl)p;nin(azﬁz) . .pTITlin(a,,7ﬁT,)

2. Kongruenciak

Oszthatosagi kérdések vizsgalatanal gyakran tapasztaljuk, hogy tulajdon-
képpen csak egy adott szdmmal valo osztasi maradék szamit, vagyis teljesen
egyforman viselkednek azok az egészek, amelyeknek az adott szdmmal osztva
azonos a maradéka. Ez (is) indokolja a kovetkez6 fogalom bevezetését:

2.1. Definicié (FGY: 2.1.1). Legyenek a és b egész szamok és m pozitiv
egész. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha m | a — b.

Jelolés: a = b (mod m) vagy réviden a = b (m). Az (altalaban rogzitett) m
szamot modulusnak nevezziik.

Mivel m |a —b <= m | b— a, ezért
a=b (modm)<=b=a (modm)

és igy helyes az "a és b kongruensek modulo m" szohasznalat is. (A "modulo
m" helyett a "mod m" vagy "az m modulusra nézve" vagy "az m modulus
szerint" kifejezéseket is szokds mondani.)

Az is viladgos, hogy a és b akkor és csak akkor kongruensek modulo m,
ha a és b az m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak. (Itt maradékon a
szokasos legkisebb nemnegativ maradékot értjiik, de ugyanez érvényes akkor
is, ha - mindkét szamnal - a legkisebb abszolut értékid maradékrol van szo.)

Ha a és b nem kongruensek modulo m, akkor ezt a Z b (mod m) jeldli,
és azt mondjuk, hogy a és b inkongruensek modulo m (vagy a inkongruens
b-vel modulo m).



2.1. Tétel (2.1.1). (i) Minden a-ra a = a (mod m)
(1)) a =b (mod m) = b=a (modm)
(111) a =b (mod m), b=c¢ (mod m) = a=c (mod m)

(iv) a = b (modm), ¢ = d (modm) = a+c =0b+d (modm) és

(v) a=b (mod m), c=d (mod m) = ac=bd (mod m)

Az (i), (ii) és (iii) tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy a kongruencia reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv relacio, azaz ekvivalenciarelaci6é. Ennek alapjan az
egész szamokat (paronkeént) diszjunkt halmazok egyesitésére lehet bontani:
egy halmazba keriilnek az "egymassal kongruens" szdmok, vagyis azok, ame-
lyek ugyanolyan maradékot adnak m-mel osztva (az idéz6jeles kijelentésnek
éppen az (i)—(iii) tulajdonsagok alapjan van egyaltalan értelme). Ezek a
halmazok lesznek a modulo m maradékosztalyok, amelyekkel késébb foglal-
kozunk.

A (iv) és (v) tulajdonsagok alapjan a(z ugyanazon modulus szerinti) kong-
ruenciak "Osszeadhatok, kivonhatok és Gsszeszorozhatok". Ezekbdl azonnal
kovetkezik, hogy egy kongruencia mindkét oldalahoz hozzédadhatjuk ugyan-
azt a szamot, és ugyanez vonatkozik a kivonésra és a szorzasra is, tovabba
egy kongruenciat onmagaval is akarhanyszor Osszeszorozhatunk, vagyis egy
kongruenciat szabad (pozitiv egész kitevés) hatvanyra emelni:

(vi) a=b (mod m) =a+c=b+c (modm)ésa—c=b—c (modm)

(vii) a =0 (mod m) = ac=bc (mod m)
(viii) a =b (mod m) = a" =b" (mod m)

Mindezek ismételt alkalmazasaval az alabbi jol hasznalhato 6sszefiiggést nyer-
jiik:
(ix) Legyen f egy egész egylitthatos polinom. Ekkor:

a=b (modm) = f(a)= f(b) (mod m)

Lattuk, hogy az Osszeadas, kivonas és szorzas miiveletére vonatkozoan
a kongruencidk ugyanigy viselkednek, mint az egyenlGségek. Az osztas
miiveleténél azonban jelentds eltérés van, két kongruenciat nem szabad
egymassal elosztani. El6szor is, osztaskor nem feltétleniil kapunk egész



szamokat, és ekkor a hanyadosok kozotti kongruencianak eleve nem is
lehet értelme, hiszen a kongruencidkban egész szamoknak kell szerepelniiik.
Azonban még abban az esetben sem lesz altaldban igaz az osztaskor ka-
pott kongruencia, ha az osztas utdn mindkét oldalon egész szamok maradnak.

A tiltadsok utén térjiink ra arra, hogy ebben a kérdéskorben mi az, ami
megengedett. Csak az osztas specidlis esetével, az egyszerisitéssel foglalko-
zunk. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy az egyszeriisitést csak tugy lehet
elvégezni, hogy kdzben a modulust is meg kell valtoztatni:

2.2. Tétel (2.1.3). Legyen d = (c,m). Ekkor

ac=bc (mod m) <= a="b (mod%)

A 2.1.3 Tétel fontos specidlis eseteként kapjuk, hogy ha ¢ és a modu-
lus relativ primek, akkor a c-vel torténé egyszertisités utan a kongruencia
valtozatlan modulus mellett érvényben marad:

2.3. Tétel (2.1.3A).

ac=bc (mod m), (¢,m)=1= a=0b (modm)

3. Linearis kongruencia, linearis diofantikus
egyenletek

3.1. Tétel. Tekintsiik az ax+by = c diophantoszi egyenletet, ahol a,b,c € Z
ésa,b#0

o Az egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, ha (a,b) | ¢

e Ha (xg,y0) egy partikuldris megoldds, akkor az dltaldnos megoldds:

Ty =T +Lt = —Lt
T T ()

Megoldas 1épései:
1. Inko, azaz (a,b) kiszamitésa
2. ha (a,b) 1 ¢, akkor nincs megoldas; ha (a,b) | ¢, akkor kovetkezo lépés:

3. euklideszi algoritmushol: au + bv = (a,b)
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4. beszorozzuk azzal, amivel kell: axy + byg = ¢
5. felirjuk az altalanos megoldas képletét

6. kivalogatjuk a feladat szovegének megfelel6 megoldasokat.

3.1. Definicid. Linedris kongruenciin ax = b (mod m) alaki egyenleteket
értiink, ahol a,b,m € Z, ahol a # 0, m > 2 és az x ismeretlent is az egész
szamok korében keressiik.

ar=b (modm)=ml|ar—b=3JyeZ: ax—b=my

amibdl
ar —my =>b

ami egy diophantikus egyenlet, aminek akkor és csak akkor van megoldasa,
ha (a,m) | b. Ha van megoldés, akkor a megoldasok egyetlen maradékosz-
talyt alkotnak modulo ﬁ Tehéat ha xy egy megoldas, akkor az altaldnos

megoldés igy fest:
m

)

r=u1x9 (mod (a.m)

FGY: Freud-Gyarmati:  Szamelmélet. Nemzeti Tankonyvkiad6 Rt.,
Budapest, 2000.

FL: Fuchs Laszl6: Bevezetés az algebrdba és a szamelméletbe 1. Tankdnyv-
kiado, Budapest, 1964.

Miillner Karoly
Email: mullni@hotmail.com
https://mullni.elte.hu


https://mullni.elte.hu

	Osztók száma, kanonikus alak
	Kongruenciák
	Lineáris kongruencia, lineáris diofantikus egyenletek

