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1. Maradékosztalyok és maradékrendszerek

1.1. Definicié. Rdgzitett m modulus mellett az a-val kongruens elemek hal-
mazdt az a dltal reprezentdlt maradékosztilynak nevezzik. Jeldlés: (a)y,.

Az (a),, maradékosztaly tehat egy "mindkét iranyban végtelen szamtani so-
rozat", amelynek egyik eleme a és a differencidja m. A modulo m maradék-
osztalyok szama m, és minden maradékosztalynak végtelen sok eleme van. A
definicio alapjan (a)m, = (¢)m <= a = ¢ (mod m).

1.1. Példa. (23); ={...,—5,2,9,16,23,30,...} = (100);

1.2. Definicié. Ha rigzitett m modulus mellett minden maradékosztdalybol
eqy és csak eqy elemet kivesziink, az igy kapotl szdmokal modulo m teljes
maradékrendszernek nevezzik.

1.2. Példa. {33,—5,11, —11,—8} teljes maradékrendszer modulo 5.
A leggyakrabban a kiévetkezd teljes maradékrendszereket hasznaljuk:
(A) legkisebb nemnegativ maradékok: 0,1,...,m — 1.
(B) legkisebb abszolit értékd maradékok:

1
0,41, 42, ..., imT ha m paratlan

illetve
0,41, 42, ... ,i—,% ha m péros



(nyilvan ez utobbi esetben m/2 helyett —m/2 is vehetd).
Azt, hogy adott szamok teljes maradékrendszert alkotnak-e, altalaban az
alabbi egyszerd kritérium alapjan tudjuk gyorsan eldonteni:

1.1. Tétel (T 2.2.3). Adott egész szamok akkor és csak akkor alkotnak tel-
jes maradékrendszert modulo m, ha

(i) szamuk m, és
(11) pdronként inkongruensek modulo m.

Ha egy teljes maradékrendszert a modulushoz relativ prim szadmmal vé-
gigszorzunk, és ehhez egy tetszGleges egészt hozzadadunk, akkor ismét teljes
maradékrendszert kapunk:

1.2. Tétel (T 2.2.4). Legyen 11,79, ...,y teljes maradékrendszer modulo
m, (a;m) =1 és b tetszdleges. Ekkor

ary1 +b,ary +0b,...,ar,, +b
15 teljes maradékrendszer modulo m.

Most azt vizsgaljuk meg, hogy a modulushoz relativ prim egészek hogyan
helyezkednek el az egyes maradékosztalyokban. Megmutatjuk, hogy egy
maradékosztalynak vagy az Osszes eleme relativ prim a modulushoz, vagy
pedig egyetlen eleme sem relativ prim hozza:

Legyen a = b (mod m). Ekkor (a,m) =1 <= (b,m) = 1.
Az alabbi tételben ennél erGsebb allitast bizonyitunk:
1.3. Tétel (T 2.2.5). a=b (mod m) = (a,m) = (b,m)

Fontos szerepet jatszanak azok a maradékosztalyok, amelyeknek az elemei
relativ primek a modulushoz:

1.3. Definici6é (D 2.2.6). Az (a),, maradékosztdlyt modulo m redukdlt ma-
radékosztalynak nevezzik, ha (a,m) = 1.

1.4. Definicioé (Euler-féle p-fiiggvény). Tetszdleges n pozitiv egész ese-
tén o(n) az 1,2, ...,n szamok kézil az n-hez relativ primek szamdt jelenti.



1.3. Példa.

e(1) =1, ¢(10) =4, ¢(n)=n—1,<= han prim

Vilagos, hogy ¢(n) éppen a modulo n redukalt maradékosztalyok szama.
Az n kanonikus alakjabol konnyen kiszamithatd ¢(n) értéke.

Most a teljes maradékrendszer mintajara a redukalt maradékrendszer fo-
galméat definialjuk:

1.5. Definicié (D 2.2.8). Ha rigzitett m modulus mellett minden redukdlt
maradékosztalybol eqy €és csak eqy elemet kivesziink, az igy kapott szamokat
modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezziik.

1.4. Példa. {17,—5,11, —11} redukdlt maradékrendszer modulo 12.

A legegyszertibben tgy gyarthatunk redukalt maradékrendszereket, ha
a legkisebb nemnegativ maradékokbol, illetve a legkisebb abszolat értékd
maradékokbol kivalasztjuk a modulushoz relativ primeket.

1.4. Tétel (2.2.9). Adott egész szdmok akkor és csak akkor alkotnak redu-
kdlt maradékrendszert modulo m, ha

(i) szamuk ¢(n)
(11) pdronként inkongruensek modulo m, és

(11i) valamennyien relativ primek m-hez.

1.5. Tétel (2.2.10). Legyen 11,72, ..., Tyam) redukdlt maradékrendszer mo-
dulo m, (a;m) = 1. Ekkor

ariy, arg, ..., ary(m)

18 redukdlt maradékrendszer modulo m.

2. Az Euler-féle p-fiiggvény

Most egy olyan képletet tekintiink, amely az n kanonikus alakjanak se-
gitségével megadja ¢(n) értékét:



2.1. Tétel (T 2.3.1). Legyen n kanonikus alakja
n=pypy’prt = Hp?i, ahol o, > 0.
i=1

Ekkor

r

p(n) = (P —p ) - (o =) = [ @ =)
=1

7

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ¢(n) fenti képlete csak akkor érvényes, ha
az n kanonikus alakjaban az «; kitevék valoban pozitivak. A fenti képlet
néhany mésik, ekvivalens alakja:

o =T0e 00 =TT (1= 1) =TT (1)

pln

3. Euler-Fermat-tétel
3.1. Tétel (Euler-Fermat-tétel).
(a,m)=1=a*" =1 (mod m)

Tekintsiik most azt a fontos specidlis esetet, amikor a modulus egy p
primszam. Ekkor ¢(p) = p — 1 alapjan a kovetkezd tételt kapjuk:

3.2. Tétel (A "kis" Fermat-tétel egyik alakja). Ha p prim és (a,p) =
1, akkor
a?'=1 (mod p)

3.3. Tétel (A "kis" Fermat-tétel masik alakja). Ha p prim, akkor bdr-
mely a egész szaimra

a’? =a (mod p)

3.4. Tétel (Wilson-tétel). Ha p (pozitiv )prim, akkor (p — 1)l = —1
(mod p)

FGY: Freud-Gyarmati:  Szamelmélet. Nemzeti Tankonyvkiad6 Rt.,
Budapest, 2000.



FL: Fuchs Laszl6: Bevezetés az algebrdba és a szamelméletbe 1. Tankdnyv-
kiado, Budapest, 1964.

Miillner Karoly
Email: mullni@hotmail.com
https://mullni.elte.hu


https://mullni.elte.hu

	Maradékosztályok és maradékrendszerek
	Az Euler-féle -függvény
	Euler-Fermat-tétel

