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1. Numerikus differenciilas és integralas

Az analizisben az integral (ha ismert az F(x) primitiv fliggvény) legegyszeriibben
az

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Newton-Leibniz szabéllyal szamithaté. F(z) meghatarozasa nehéz feladat, s6t

sokszor (pl. f: €® dz esetében) nem elemi fiiggvény, ezért nem is adhaté meg
zart alakban. Természetesen szamos olyan klasszikus moédszer van, amit ilyenkor
alkalmazhatunk:

— az integraland¢ fliggvény sorbafejtése, majd tagonkénti integralasa
— parcialis integralas

— helyettesitéses integralas

— sth.

Numerikus integralasi miiveletekre sziikség van, ha

1. Az integraland6 fliggvény primitiv fiiggvényét nem lehet megadni elemi fligg-
vények segitségével

2. A primitiv fiiggvény olyan bonyolult, hogy kvadratira formula hasznélata
elénydsebb

3. Az integralandé fiiggvényt csak pontokban ismerjiik, példaul mérések ered-
ményeként.

4. Differencil-egyenletek, integral-egyenletek numerikus megoldédsakor sok eset-
ben numerikus integralési modszerekre is sziikség van.

1.1. Kvadratira formulak

A tovabbiakban integralon mindig Riemann-integralt értiink. Hogyan célszerd

numerikusan kozeliteni I(f) %' J f f(x) dz-et? Az integréal eredeti definicioja
(Darboux- vagy Riemann-féle kozelits Osszegek hatéarértéke) is azt sugallja, hogy
prébalkozzunk

b n
/ £(@) o Qu() = Y wif ()
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alaka sullyozott osszegekkel. Az ilyen felépitési Q,(f) kozelitéseket a tovab-
biakban kvadratiira-formuladknak, a benniik szerepl§ w; szamokat a formu-
la silyainak, az z; helyeket pedig (kvadratira)-alappontoknak nevezziik.
Utobbiakrol feltessziik, hogy mind az [a, b] intervallumban vannak és paronként
kiilénbozéek.

1. Allitas. Az I(.) integrdl és a Q,(.) kvadratira-formula homogén és additiv
leképezés, tehdt tetszbleges f(x), g(x) € Z[a,bl-re valamint o € R-re

L I(f+9) = [, (f(@) +g(2)) dz = [} f(z) do + [} g(x) dx = I(f) +I(9)

2. I(af) = f;af(x) dzx = af;f(x) dx = oI (f)

8. Qu(f +9) = i wi(f(x) + gla) = i wif(x) + >0 wig(e) =
Qn(f) + Qnlg)

4. Qulaf) =1 wif(x) = ad i wif(2:) = aQn(f)

2. Allitas. Tetszbleges a < z1 < 290 < -+ - < 2z, < b értékekre igaz

K[ﬂmﬂ—émﬂwm+1fﬁwm+n+ " fe) do

egyenldség.
3. Allitas. Ha f(x) # 0 folytonos és jeltarté [a,b]-n, akkor fabf(ac) dr # 0.

Adott kvadratira-formula pontossagat az R,(f) = I(f) — Qn(f) képlethiba
segitségével definidlhatjuk: a formula pontos f(x)-re, ha R, (f) = 0. Ha ismertek
f(x) analitikus tulajdonsagai, derivaltjai, ezek korlatjai, akkor R, (f) konnyen
becsiilhetd.

4. Definicié. A Q,(.) kvadratira-formula (pontossagi) rendje az r szdm, ha
barmely r-ed fokv p(x) polinomra pontos R, (p) =0, de olyan v+ 1-ed foki q(z),
amire mdr nem: Rq) # 0.

Ezzel ekvivalens definicio:

5. Definicié. A Q,(.) kvadratira-formula pontossdgi rendje azr € N szdm, ha

pontos az 1,xz,22, 23, ..., 2" hatvinyfiigguényekre (R, (z*) = 0) minden 0 < k <

r, de nem pontos "' -re.

Részletesen kiirva a rend meghatarozasa ekvivalens a
b
w1 +w2+---+wn=/ dx
a

b
wi1x] —|—w2172+~-+wnx”:/ T dx
a

b
w1x§+w2m§+'~~+wnx2:/ " dx
a
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egyenletrendszer vizsgalataval. r + 1 egyenletbdl 4ll6 algebrai egyenletrendszert
irtunk fel 2n ismeretlenre. A rendszer megoldhaté, ha r+q¢ < 2n, azaz 2n — 1-nél
a rend nem lehet nagyobb.

6. Tétel. A Q,(.) n alappontos kvadratira-formula rendje legfeljebb 2n—1 lehet.

7. Bizonyitas. Tekintsiik a q(x) = (w,(7))? 2n-ed foki polinomot.

b
O</a (wn(x))? dr = 1(q) # Qnlq Zwl wp(z5))* = 0.

tehdt erre a polinomra mem pontos a formula. a

1.2. Newton-Cotes formulak

Az interpolécios kvadratiura-formulak csalddjanak talan legismertebb és legré-
gebben alkalmazott tagjai az dgynevezett Newton-Cotes formulak. Ezek annak
a specialis esetnek felelnek meg, amikor n darab ekvidisztans alapponthoz tar-
toz6 Lagrange-polinom integraljaval kozelitiink.

Legyen a kivalasztott n alappont

a<zrg<a1 < < Tp_og < Tp_1 <b

Attol fiiggGen, hogy az integralas hatarai szerepelnek-e az interpolacios alappon-
tok kozott, a formulak két csoportjit kiilonboztetjiik meg:

(i) A nyitott formulak esetében a hatarok nem alappontok, ekkor

h—
h:7a’ a=x9g—h, b=x,_1+h és z;=20+1th 0<i<n-—1.
n+1

(ii) A zart formulak esetében a hatarok is alappontok, ekkor

_b—a

w1 a=x9, b=xp_1 és x;=20+1th 0<i<n-—1.
n—

Az n-edik Newton-Cotes formuldt tehat a kovetkezs integral definidlja (a t =
570 valtozoval felirva)

bn 1 b
/ P, (zo + th) d:r—/ ()A fo dw—ZAlfo/ (:) dz,

Ha t szerinti integralasra tériink at, mar két kiilonb6z6 formulét kell felirnunk.

(i) a nyitott formulak esetében az x = o + th helyettesités utan

n—1 n—1

s f () -ran [ ()
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(ii) a zart formulék esetében szintén x = xy + th-t helyettesitve

n—1 ‘ b + n—1 ‘ n—1 ¢
Z Alf() / () d(L = h Z Alf() / <> dt
i=0 a \! i=0 0 !

Adott i-re az [ (f) dt = [ Hemd)(midd) gy integral mar kénnyen szamithato,

il
atrendezés utan a kapott kvadratira-formula

n—1

(b—a) Y wif(ar)
=0

alakban is felirhato. A (b— a) tényezst azért célszerd kiemelni, mert az igy defi-
nialt silyok mar nem fiiggnek az [a, b] intervallumtoél, csupén a formula tipusatol
és az n értékétsl.

8. Tétel. Mind a nyitott, mind a zdrt n alappontos Newton-Cotes formula si-
lyaira igazak az aldbbi dsszefiiggések

(i) S0 wi =1, tehdt a silyok Gsszege 1.
1) wi =w__. barmely 0 < i <n — 1-re, azaz a sulyok szimmetrikusak.
[ n—1

2

9. Bizonyitas. Az (i) dllitds ekvivalens azzal, hogy o formula pontos az f(x) =
1 konstans fliggvényre:

b
/ lde=b—a=Q,(1) = (b—a)Zw;L.
Az (i) dllitds a formuldt definidld integrdl tulajonsdgainak vizsgdlatdval bizo-
nyithatd. a0

10. Tétel. Ha f(x) € C*[a,b], akkor |Rn(f)| < onh™ | f]| s, ahol

_ I () de nyitott formula esctén,
I" () de zdrt formuldknal.

11. Bizonyitas. Integrdljuk a Newton-Cotes formuldk alapjdul szolgdlo véges
differencids Lagrange-polinom hibatagjat!

b b
Ra(f) = [ (1) = Palan+ s = [

a

e (Z) F()da,

(o)

végil ha az x = xg + th formula segitségével t szerinti integrdldsra térink dt, az
1j hatdrokat beirva és h-val szorozva a tételben felirt o, konstansokat kapjuk. 0O

amibol abszolit értéket véve a szokdsos noveléssel

()| [r@]aw < s [

a

b

b
Ru (/) é/ e

a
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12. Kévetkezmény. A Newton-Cotes formulik rendje pdros n-re n—1, pdratlan
n-re pedig n.

A nyitott formulak koziil az n = 1 esetnek megfelels érinté-formulat vizsgaljuk

elGszor. Most h = %, az egyetlen alappont a < g = %” < b. Az integralast
elvégezve

b o [Nt b—a ! a+b
/apl(x0+th)da;=h§AfO/_l (i)dt: 5 f(a:o)/_lldtz(b—a)f< 5 )

A moédszer onnan kapta a nevét, hogy ha létezik f/(z), akkor - az abran lat-
hat6 két derékszogii haromszig egybevagosaga miatt - a Q1(f) = (b— a) f(%$2)
téglalap teriilete megegyezik az f(x) flggvény (o, f(z¢)) pontokon athalado
e(z) = f(zo) — f(xo)(x — mg) érintGje, az © = a és x = b egyenesek, valamint az
X-tengely altal hatarolt trapéz teriiletével.

f(z)

1. abra. Az fab f(z) dz integral kozelitése érintéformulaval

Az Ry (f) képlethiba vizsgalatdhoz tegyiik fel, hogy f(x) € C?[a,b]. Az x¢
koriili Taylor-polinomot felirva

Fla) = Flao) + (@)@ — o) + L (o — )2

alkalmas « € [a, b]-vel. Mindkét oldalt integralva

b b , b f//(a) )
/ fl@)dx = / (f(xo) + f'(xo)(x — 20))dx —I—/ 5 (x — z¢)“dx.
A jobb oldali elsé integral az érinté alatti teriiletet adja, s ezért el6bbi megjegyzés
szerint megegyezik Q1 (f)-fel. Igy tehat
b f”(a)

Rl(f) = I(f) - Ql(f) :/ T(I—IQ)2CZ.’IJ.
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Mivel (x — z0)? jeltarto [a, b]-n, az integréalszamités kozépértéktételébsl kovetke-
zik, hogy az utébbi integrél igy is szamithato:

" b —a)?
f2(,7)/a (z — 20)’dx = C 24) ()

valamely v € [a, b]-vel. A teljes, hibataggal kiegészitett érintGformula tehat:

at+b. (b—a)d

5 )+ )

b
/ f(@)dz = (b— a)f(

A zart formuldk koziil az els§ az n = 2 esetnek megfelel§ trapéz-formula.
Ekkor h = b — a, az alappontok a = x¢g < x1 = b. Az integralast elvégezve

b 1 1
/ Py(wo + thyde =h Aifo/ C) dt
a i=0 0

—(b—a){f(mo)/olldt+ﬂf0/; G)dt}

—0-a s + 340

~ -0 (5r@+310)

A trapézformula képlethibajanak vizsgalatahoz ismét tegyiik fel, hogy f(x) €
C?%[a, b)].

-\ Py(z) flz)

$1=b

o =20

2. dbra. Az f; f(x) dz integral kozelitése trapézformulaval

A megfelels Lagrange-polinom hibatagjat integralva

b (@ —xo)(z—21) ,,
Rg(f):/a %Jf (0)dz. (o € [a,]).
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Most rogton alkalmazhatjuk a kozépértektételt, hiszen (z — zo)(x — x1) jeltartod
[a, b]-n. Vagyis van olyan § € [a, b], hogy

_16) (b~ a)?

b
Ry(f) 5 /(w—xg)(x—xl)dx:— 5 1 (9).

A teljes, hibataggal kiegészitett trapézformula alakja tehat:

’ 1 1 (b — a)3 "
[ s = 0= (510 + 510)) - C5E o),
A Simpson-formula esetében n = 3, h = b*?“, az alappontok a = zg <

z1 = %2 < 25 = b. tehat a P3(x) Lagrange-polinom alatti teriilettel kozelitiink.
Ps(x) képe - az elfajult esetektdl eltekintve - parabola, vagyis a parabolaiv alatti
teriiletet szamitjuk. A megfelel§ integralokat felirva

b 2 2
/ Pg(x0+th)dx=hszo/ (’;)dt
a i=0 0

_b—a ? 2 [t 2, [Pt
=5 {f(l‘o)A 1dt+AfO/0 <1) dt + A fQ\/(; <2> dt}

b—a

= {Qf(l‘o) +2Afo + ;A2f0}

—0-a) (@) + §hat i)+ 0.

f(z

To=a T = To=1b

2

3. abra. Az fj f(x) dz integral kozelitése Simpson-formuléval

A képlethiba levezetéséhez tegyiik fel, hogy f(x) € C*[a,b]. A formulat defi-
nialé Ps(z) interpolacios polinom képlethibajaban szerepls ws(z) = (z —xo)(x —
x1)(x — x2) tényezd nem jeltartod, ezért az érintéformulahoz hasonld kertilGuatat
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valasztunk.

A Hy(z;) = f(z;) ¢ =0,1,2 és a Hyj(z1) = f'(x1) feltételek segitségével
meghatarozott H4(z) Hermite-féle interpolacios polinom egyértelmiien elGallit-
hato

Hy(z) = P3(x) + aws(x)
alakban. Mindkét oldalt integralva
b b b b
/ Hy(z)dz = / Ps(x)dx + / aws(z)dr = / Ps(xzdx)

mivel w3(z) a kozépss x1 alappontra nézve paratlan fliggvény, s emiatt [a, b]-n
vett integralja 0. Ez viszont azt jelenti, hogy

b b
Ro(f) = / (f(2) - Py(a))de = / (f(z) - Hi(2))de

/b (x —zo)(z — 21) (T — 22)
u 4!

FO(B) da.

A legutolsé integralban szerepld polinom mar jeltartd, ismét alkalmazhato a
kozépértéktétel:

(@ b 4P
Ra(f) = T [ an)(o - oo - eayte = - B 0 ),
A teljes Simpson-formula:
b —a)P
[ s = 0 -) (§r@ + gt w510 - CiE .

Az elméleti eredmények azt mutatjik, hogy nagy n értékhez tartozé6 Newton-
Cotes formulakat nem érdemes hasznalni (mércsak az 6roklott hiba miatt sem).
viszont nagy [a, b] intervallumon integralva kiiléndsen erGsen oszcillalo f(z) ese-
tében a "kicsi formulak", példaul a trapéz- vagy Simpson-formula képlethibaja
még elfogadhatéan nagy lehet. Ebbdl a dilemmébdl a kiutat az ugynevezett
kvadratira-szabdlyok vagy dsszetett kvadratira-formuldk jelentik. Az alapétlet
igen egyszert: osszuk be [a,b]-t "elég kicsi" részintervallumokra, az egyes ré-
szintervallumokon az integralt kozelitsiik alkalmas kvadratura-formulakkal, majd
adjuk Ossze a kapott részeredményeket, s ezt vegyiik I(f) kozelitésének.

Az egyszertiség kedvéért legtobbszor ekvidisztans részintervallumokbol allo
beosztast vesziink, s minden részintervallumon azonos tipust formulaval koze-
litiink. Ha az el6bbiekben targyalt Newton-Cotes formuldkra alkalmazzuk ezt
az Otletet és m darab h = (b — a)/m hosszusagu ekvidisztans részintervallumra
osztjuk [a, b] integralasi intervallumot, akkor a kdvetkezd kvadratira-szabalyokat
kapjuk.
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A képlethibaval kiegészitett érintGszabély:

b —a
[ s@a={sas e sar Ty g0 - Pl It
6oy

= En()+ 52

().

A képlethibaval kiegészitett trapézszabaly:

b . )
[ s =n{ s+ stasn s s0-m+ Lo} - e
=10 - O i)
- m 12m2

Ha az [a, b] intervallumon az f”(x) derivalt "nem nagyon valtozik", érvényes a
gyakorlatban j6l alkalmazhat6 egyszerd kozelité hibabecslés:

1

Tom(f) ~ g(TQm(f) = Tn(f))

A képlethibaval kiegészitett Simpson-szabaly:

b—a

b gl 4 h, 2 N 1 W)
/af(»@)x— gf(20)+6f(zo+§)+gf(zo+ )+"'+6f<zm) ~ 3380 ()
= S (f) — o b FH (1)

Az [a,b] intervallumon "nem nagyon valtozo" az f*)(z) derivalt esetén itt is
egyszerid kozelité hibabecslés érvényes:

Som (1)~ 15 (San(f) ~ S(£))

1.3. Ortogonalis polinomrendszerek és Gauss-kvadratiara

Az f(x) fiiggvény rdgzitett [a, b] intervallumhoz és rogzitett p(x) sulyfiggvényhez
tartozo

b
1(f) = / f(@)p(a)dz

integraljat tovabbra is I(f) ~ Y., w;f(x;) alaki kvadratara-formuldkal pro-
baljuk kozeliteni. Maga a formula tehat explicit médon nem tartalmazza p(z)-et,
bar a sulyok és az alappontok valasztasa fiigg(het) téle. A p(z) sulyfigguényen to-
vabbra is az [a, b] intervallumon értelmezett nemnegativ, nem azonosan 0, [a, b]-n
(impropriusan) Riemann-integralhaté és (a, b)-n folytonos fiiggvényt értiink.

A Riemann-integralra vonatkoz6 ismert tételekbsl adodnak az alabbi észre-
vételek, melyeket gyakran alkalmazunk kiilonbéz6 levezetéseknél.

13. Allitas. Ha a p(z) silyfiggvény megfelel az el626 kikitéseknek, akkor
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(i) ha f(x) integrdilhaté [a,b]-n, akkor az I(f) = f: f(@)p(x)dx integrdl is léte-
zik,
(i) ha f(x) # 0 folytonos és jeltarté [a,b]-n, akkor I(f) # 0.

Természetesen minen p(z) polinomra is igaz a két el6z6 megallapités.

Most azt préobaljuk meghatarozni, hogy melyek a "legjobb" kvadratara-formulak,
mennyi lehet a rendjiik maximéalisan (r < 2n—1). Az adott [a, b] intervallumhoz
és p(x) stlyfiiggvényhez tartoz6d maximalis rendd kvadratira-formulakat Gauss-
féle kvadratira-formuldknak nevezzik.

14. Tétel. Az [a,b] intervallumhoz és a p(x) sulyfigguényhez tartozd tetszéleges
n alappontos Q,, interpoldcids kvadratira-formula rendje akkor és csak akkor
2n — 1, ha bdrmely legfeljebb n — 1-ed fokiu p(x) polinomra

b
/ p(@)wn()p() dz = 0. (1)

Latni fogjuk, hogy a (1)-el ekvivalens feltételek a Gauss-kvadratura hasznos jel-
lemzését adjak. Ezek tovabbi vizsgélatdhoz a legkényelmesebb elméleti hatteret
egy alkalmas lineéris belsGszorzat-tér bevezetése nyuajtja. Atfogalmazva a (1) té-
telt:

15. Tétel. Az [a,b] intervallumhoz és a p(x) sulyfigguényhez tartozd tetszdleges
n alappontos Q,, interpoldcids kvadratira-formula rendje akkor és csok akkor
2n — 1, ha az alappontjaival felirt w,(x) n-ed foki polinom ortogondlis barmely
legfeljebb n — 1-ed foki p(x) polinomra.

Az ortogonalis polinomok gytkeinek tulajdonsagaibol mar kévetkezik a feje-
zet elején felvetett kérdésre adott valasz. Optimalis (2n—1-ed rendt) kvadrattra-
formulat kapunk, ha a p,, (z) polinom zérushelyeihez tartozo interpolécios kvadratura-
formulat vessziik. Az ilyen Gauss-kvadratarak tulajdonsagait a kovetkezs tétel-
ben foglaltuk Gssze:

16. Tétel. Tetszdlegesen rogzitett [a, b] intervallum, p(x) sulyfiggvény és 1 <n
természetes szdm esetén a Q,, Gauss-kvadratira

(i) egyértelmien létezik és rendje 2n — 1,

(i1) alappontiai a p,(x) n-edik ortogondlis polinom x1,xa,. .., x, gyokei, silyait

a
’ pn(T)
Wi /a (z — xi)p/n(zi)p(m) & ®

integrdlok adjdk,

(#11) w; > 0 barmely 1 < j < n-re, azaz a Gauss-kvadratira pozitiv,

(iv) ha f(x) € C*"[a,b], akkor

2n b
Ro($) = 1al) = Qu) = T8 [, 02 t0)

valamely n € [a,b] értékkel.

10
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17. Tétel. A Gauss-kvadratire w; silyait dgy is megkaphatjuk, hogy az x; alap-
pontokat behelyettesitjiik a po(x),p1(x),...,pn—1(x) ortogondlis polinomokba és

megoldjuk a
o () — d (Pospo) hai =0
leﬂpl(mﬂ)_{o hal<i<n-—1
=

linedris egyenletrendszert.

18. Bizonyitas. A megoldandé rendszert részletesebben kiirva:

wy 4wy + -+ - 4+ Wy = (Po, Po)
wipr(z1) + wapi(z2) + - - + wppr(x,) =0

wiPn—1(21) + wapn—1(z2) + - + WppPn_1(zn) =0

A rendszer egyiitthatémdtriza,

1 1 1
pi(z1)  pi(x2) ... pi(zn)
P- . o .
Pn-1(21) pn—1(22) ... Pn1(Tn)
nem szinguldris, hiszen PT a {po(z),p1(z),...,pn_1(x)} fiiggvényrendszernek
0z X1,%2, ...,y alappontokhoz tartozé Haar-mdtriza. Tehdt eqyértelmien léte-
zik aw?l = (wy,wy, ..., w,) megoldds. A Gauss-kvadratira egyértelmisége miatt

ezutdn elég azt megmutatni, hogy tetszéleges legfeljebb 2n — 1-ed fokiu p(x) poli-
nomra

b n
(/WWMM=XMM%)
a j=1

p(x)-en py(x)-szel euklideszi osztdst végezve:

p(r) = q(x)pn(z) +r(x) €s Jq,0r <n —1.

n—1

Ezért r(x) egyértelmien kifejezhetd r(x) =) ., cipi(x) alakban is. Az integra-
last elvégezve

b b b
[ paw@ide = [ g+ [ o)
= <q7pn> + <T,p0>

n—1

=0+ <Z ®Pi, Po)

=0
= ao(po, Po)-

11
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A kvadratira-formuldt alkalmazva

Qu(p) =Y wipla;) =Y wiqla;)pn(x;) + > wir(a;)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
n n—1
=0+ ij' Z Oéipz(fﬂj)
j=1 i=0
n—1 n
=Y iy wpiy)
i=0  j=1

n

= Qo ijpo(fl?j) = ao(po; Po);
j=1

tehdt a formula pontos p(x)-re. O

Végiil megemlitjiik, hogy elképzelhet a gauss-formuldkon alapuld kvadratira-
szabalyok is, de ezek hasznélata elég nehézkes, mivel mind az alappontok, mind a
stlyok értéke fligg(het) az integralasi intervallumoktol. Ilyen célokra legfeljebb a
p(x) = 1 salyfiiggvényhez tartozd Legendre-Gauss formuldkat szokas alkalmazni.

1.4. Numerikus differencialas

A numerikus differencialas szinte minden ma hasznélatos formulajahoz ugy ju-
tunk, hogy egy interpolécios formuléat differencidlunk.

Legyenek adva valamely f(z) fliggvény értékei a paronként kiillonboz6 x1, xa, . . ., Ty
alappontokban, és legyen x € [a, b], ahol

a=min{xy,za,...,2,} b=max{x,x9,...,Tn}

Feladatul tiizziik ki az f*)(z) derivalt meghatarozasat, ahol k természetes szam.
Ekkor egyszertien ugy jarhatunk el, hogy elGszér meghatarozzuk az n — 1-ed
foku L, (z) Lagrange-féle interpolacios polinomot valamely, szamunkra elényos
formula segitségével, majd a széban forgd formulat k-szor differencidljuk és az

f¥ () = LiP ()

n

értéket vessziik a derivalt kozelité értékének.
Tekintsiik példaul az

Ly(z) = f(x1) + (x — z1) f (21, 22) + (7 — 21)(T — 22) f (21, T2, 73) + . ..

+(@x—z)(x—x2) - (2 — xpo1) f(21, 22, ..., Th)

Newton-féle interpolaciés formulat. Ez felirhaté ugy is, hogy

f(@) = Lp(z) + wp () f(z, 21, 22, ..., 2p), (3)

12
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ahol
wp(z) =(x—z1)(x —22) - (T — TY).

Az irdsmod egyszertisitése végett vezessik be az x —x; = a; (1= 1,2,...,n)
jelolést. Differencialjuk = szerint (3) egyenlség mindkeét oldalat:

f'(x) = fz1,22) + (a1 + a2) f (w1, 22, 73) +
+ (a1a2 + aras + asas) f(z1, 2, T3, T4) +

+ (a1a2- - an_1+ @102 Ap_30n_1+ -+ a2az - an_1)f(x1,22,...2,) +

+ dwn(x) f(xaxlaw%"-xn)
dz dz ’

flz,xy,29,...2pn) + wp ()
Eszerint az f'(x) derivalt kozelitését

Ly, (x) = f(x1,22) + (a1 + a2) f(x1, 22, ¥3) +

+ (aras + aras + azas) f(x1, x2, T3, 24) +

+ (araz---an—1 +aiaz---an_s3an_1+---+agaz---an_1)f(x1,22,...2,),
mig a maradéktagot az

R (x) = dwn(x)f(:r,th, e Zn) + wi(T)

f($7$1,$2, .. xn)
dx '

dx

kifejezés szolgéltatja. A jobb oldalon a masodik tag egyszertsitheté , mivel az
értelmezés szerint

f(fE,[L'l,(EQ,...[En) f($/7$1,$27...$n) - f($,$1,$2,.. CIjn)

= lim

dx ' —x x —x
= lim f(2'x,,21,22,...7,) = f(z, 2,71, 72,...7,).
! —x
Ennek alapjan
dw, (z
R, (z) = ggg )f(x,xl,xg, coip) Y wp () f(z, 2,21, 22, ... Tp),

vagy ha felhasznaluk az osztott differencidk és a derivaltak kozotti kapcsolatot
kifejezs Gsszefuiggéseket, akkor azt kapjuk, hogy

dwn(z) f™)(€) fr &)
Rl () = =02 n(w)E—21,
n(®) dx n! +wn(@) (n+1)!
ahol £,& € (a,b). Az interpolacié x4, xa, . .., 2, alappontjaiban a jobboldal méa-

sodik tagja eltiinik, és a maradéktag kifejezése egyszeritibbé valik. Ezutan még

13
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egyszer differencialjuk x szerint (3) mindkét oldalat

() =2f(x1, 22, 23) + 2(a1 + as + a3) f (@1, T2, T4, T4) +

+2(a1a2 - - Gp—3+ 102 - Qp—aGn_2 + -+ azas - apn_1) f(21,22,...25) +
d*w, (z) den(x) df (x,x1,x9,...2p)
dx? dx dx

flz,z1, 22, .. xn) + +

A f(x, w1, 22,...7,)
dzx? '

Innen a méasodik derivalt kozelitése az

+ Wn(x)

L' (z) = 2f(z1,72,23) + 2(a1 + a2 + a3z) f (21, x2, x4, 24) + ...

oo+ 2(ara2 - ap_z +aiaz- - an_gap_o + - +agag - an_1) f(r1,22,.. . Tp)

kifejezéssel torténik, mig a maradéktag

dPw,, (z
R’/ri(‘r) = W()f(‘r7x17‘r27 .. xn) +
dwy(z) df (x, 21, T2, ... Ty) A’ f(x, 21,22, ..7,)
T2 dx dx +wa(2) dx?

alaki lesz. A jobb oldalon a masodik tagot most is ugyantgy egyszertsithetjiik,
mint fentebb. A harmadik tag egyszertisitése céljabdl pedig végezziik el az alabbi
atalakitasokat:

d2f(x,$17l'2,...l’n) df(z,$7171,1'2,...1'n)

dx? dx2?
= lim f@ 2w, 20, wn) — fz, 2,21, 20, .. 20) =
z/—x ! —
= lim @, a xy, @y, an) — f(@ @, 20,3, ... an)
T/ —x ! —
i LT ) = f@w e, )
T/ —x ! —

= lim f(2',2',21,22,...2,) + lim f(2', 2, 21,22,...2,)
' —x z’'—x
=2f(x,x,2,21,%2,...2,).
Ilyen médon a maradéktag a kovetkezs alakot veszi fel:

d?w, ()
R;:(x) = Tde
dwn, ()

dz

flx,xy,29,. .. xy) +

+ 2

flryz,xy, 20, .. 2p) + 2wn (2) f(2, 2, 2,21, oy . . . Xy)
vagy

o2 (&)
(n+2)!

o deon () F D (61)

da? n! dz (n+1)! + (@)

14
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Ha z az z;,%9,...,2, alappontok egyike , akkor a jobboldalon az utolsé tag
elttinik, és a maradéktag kifejezése ismét egyszertisodik.
Az altalanos esetben azt kapjuk, hogy

F® (@) = kN (f(x1, 22, pgr) + (a1 + ag + -+ apy1) fla1, 22, Tppo)+

+ (a1a2 +ajaz+ -+ ak+1ak+2)f(x1,x2, .. ,a:k+3) +
+ (@102 an_py1+ - F apqr0pq2 - an_1) f(T1, 22,0, T0)) +
dk

+ o lwn(@)f (@1, 22, )]

Megmutathaté, hogy

& f(z,x1,29,...,T0n) .
: c’i R = (X, T, Ty, Ty
Zj N——
(§j+1)—szer

Ezért Leibniz szorzatdifferencidlasi szabalya alapjan a maradéktag kifejezése
most

RO =3 (k> PI(@,21,95,. . 20) " n(@) _

= j dz; dxk—i
k .
k! dkijwn(x)
:jio (k_j)!f(a:,x,...,x,xl,xg,...,xn)W: (4)
- (j+1)—szer
k k! _ .
=X G @l @) (5)

Il
=)

J

alaku lesz, ahol §; = £;(x) szamok valamennyien az (a, b) intervallumban feksze-
nek. Innen egyszertien nyerhets, hogy

y ! nti ~j
I 10w < 3 gy s @) )]

Megjegyezziik, hogy a k = n — 1 specialis esetben f("~1(z) ~ L%"_l)(x) az
f("*l)(:c) ~(n—Df(z1,za,...,25,).

alakot veszi fel. Ugyanis, ha f(»~1)(z) folytonos és (b — a) elég kicsi, akkor az
[a, ] intervallumban (=1 (¢) ~ f(=1(z).
Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor az alappontok ekvidisztans elhe-
lyezkedésiiek:
xi—xi_lzh (Z'ZO,:l:l,:f:Q,...).
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Az wr(f )(x) differencidlhédnyados n — j tényez6s szorzatok Osszege, amelyekben a
tényez6k mindegyike h nagysagrendid. Kovetkezésképpen wY )(x) nagysagrendje
O(h("=9)) lesz. Tehat az R%k)(x) hibatag (4) kifejezésének jobb oldala

fl@, a1, 20, .. 20wl (2) + O(R"F) = O(R"7F) (6)

nagysagrendd. Ha az x pontban tdrténetesen w%k)(x) = 0, akkor elég egy pil-

lantast vetniink (6)-re annak megallapitasahoz, hogy a hiba nagysagrendjében
a h lépéskdz hatvanykitevGje 1-gyel emelhetd, ami a képlethiba lényegesen jobb
becslését teszi lehetévé, hacsak 0 < h < 1.

Hatéarozzuk meg az f”(x) differencidlhanyad értékét az o pontban, ha a
paratlan szamu ekvidisztans alappont az

T p, Tpily.-e L0, L1, -, Tp
sorrendben vannak elrendezve. Ekkor n = 2p + 1 és

wp(@)=(z—z_p)@—2_pt1)... (@ —20)(x—21) ... (T — xp).
Nyilvanvalo, hogy w, (z) paratlan fliggvénye az xo pontra nézve. Ezért

wn(20) = wy(20) = 0
és az (4) Osszefiiggés k = 2-ra az
I (x0) = Lit(z0) = 2f (2,2, 2_p, T_py1, .. ., Tp)wi (T0)
alakot veszi fel. Kozvetlen differencialassal kapjuk, hogy
Wy (o) = (~1)P(p!)h*P.

Kovetkezéskéépen most

(o) = LiGan) = 2SR pore e, &

Az L (x¢) mennyiség kifejezhets a paros rendd fgj differencidkkal. Diffe-
rencialjuk ugyanis kétszer a paratlan szamu alapponthoz tartozé Stirling-féle
formulét. Elvégezve az

r=x9+ ht a _1
— 40 dx - hv
helyettesitést, azt kapjuk, hogy
d? 1 d?
dT;Qssz(SCo + ht) = ﬁ@SZ;)Jrl(xO + ht) =

1 6> — 1
=m(f3+tuf§+12f§+..-)7
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ahonnan a t = 0 helyettesitéskor a paratlan rendd p fgj *1 differenciak kiesnek:

1 Q- 217G =D o
" ~ TN _ j
Jj=1
a (7) maradéktaggal.
A most levezetett (8) formula leggyakrabban hasznalt esetei p = 1-nek és
p = 2-nek felelnek meg:

2
F(wo) = 55 73— T F9(E)

4
o) = 5z (7 = 3558) + o O© ©
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