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1. Függvényközelítések

Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy más függvények, hogyan közelíthet®k
polinomokkal. Az ilyen közelítések fonotsak, mind elméleti, mind gyakorlati
szempontból. Lehet®vé teszik új numerikus eljárások levezetését. Hangsúlyoz-
zuk, hogy komolyabb alkalmazásokhoz, sokkal ki�nomultabb, többnyire racio-
nális törtfüggvényeken alapuló eljárások szükségesek.

1.1. Lagrange interpoláció
Kiindulópontunk a következ® probléma:

POLINOM-INTERPOLÁCIÓS FELADAT:

Adott az n ≥ 1 természetes szám, a páronként különböz® {x1, x2, . . . , xn} in-
terpolációs alappontok és az {f1, f2, . . . , fn} értékek.
Határozzuk meg olyan legfeljebb n−1-ed fokú Pn(x) intepolációs polinomot,
amely eleget tesz a

Pn(xi) = fi i = 1, 2, . . . , n (1)

interpolációs feltételeknek. Az fi számok a közelítend® f(x) függvénynek az
alappontokban felvett értékei. Ezen kívül a feladat kit¶zése nem igényel f(x)-
r®l egyéb információt. Az alappontokra nem teszünk semmilyen kikötést, azon
kívül, hogy páronként különböz®ek. Belátjuk, hogy a (1) feladat egyértelm¶en
megoldható.

1. De�níció. De�niáljuk minden 1 ≤ i ≤ n-re az

Li(x)
def
=

(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
(x− xi)(xi − x1)(xi − x2) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

(2)

úgynevezett Lagrange-féle bázispolinomokat.
Könnyen belátható, hogy

(a) minden Li(x) pontosan n− 1-ed fokú polinom, és
(b) az alappontokban felvett értékeire Li(x) = δik teljesül.
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Ha bevezetjük az ωn(x) def= (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) egy f®együtthatós n-ed
fokú polinomot, egyszer¶ számolással ellen®rizhet®, hogy Li(x) a tömörebb

Li(x) =
ωn(x)

(x− xi)ω
′
n(xi)

(3)

alakban is felírható.

2. Következmény. A (1) interpolációs probléma megoldható, egy lehetséges meg-
oldása a

Pn(x) =
n∑

i=1

fiLi(x) =
n∑

i=1

fi
ωn(x)

(x− xi)ω
′
n(xi)

(4)

Lagrange-féle interpolációs polinom.

3. Bizonyítás. Az Li(x) bázispolinomok (a) tulajdonságából következik, hogy
Pn(x) legfeljebb n−1-ed fokú polinom, a (b) tulajdonság alapján pedig triviálisan
teljesülnek a Pn(x) = fi interpolációs feltételek. ut

Egyértelm¶ség:

4. Tétel. Tetsz®legesen választott alappontok és függvényértékek esetén a (1)
interpolációs probléma megoldása egyértelm¶.

5. Bizonyítás. Indirekt bizonyítást alkalmazunk. Tegyük fel, hogy létezik két kü-
lönböz® megoldás, P̄n(x) és P̂n(x). Képezve az S(x) = P̄n(x) − P̂n(x) különb-
ségpolinomot, látható, hogy S(x)-nek legalább n zérushelye van, hiszen bármely
alapppontokban S(xi) = P̄n(xi) − P̂n(xi) = fi − fi = 0. Mivel S(x) fokszáma
legfeljebb n − 1, ez csak úgy lehet, hogy, ha S(x) ≡ 0, ami viszont ellentmond
annak, hogy két különböz® interpolációs polinom létezéséb®l indultunk ki. ut

Képlethiba Arra a kérdésre keressük a választ, hogy mekkora lehet az f(x)−
Pn(x) eltérés. Az alappontokban, vagyis ha x = xi, a hiba triviálisan 0. Ezért
ezekt®l eltér®, rögzített x̄ helyen vizsgáljuk a hibát. Legyen f(x) n-szer di�e-
renciálható azon a legsz¶kebb [a, b] intervallumon, amely tartalmazza x̄-t és az
összes xi alappontot.
Vezessük be a

g(x) def= f(x)− Pn(x)− ωn(x)
ωn(x̄)

(f(x̄)− Pn(x̄))

segédfüggvényt. Ez a g(x) nyilvánvalóan n-szer di�erenciálható az [a, b]-n, az
n-edik derivált:

gn(x) = fn(x)− n!
ωn(x̄)

(f(x̄)− Pn(x̄)) ,

hiszen a legfeljebb n− 1-ed fokú Pn(x) polinom n-edik deriváltja azonosan 0, az
egy f®együtthatós ωn(x)-é meg pontosan n! lesz.
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Mivel Rolle tétele szerint tetsz®leges két zérushely által meghatározott interval-
lumban a g

′
(x) derivált is felveszi a 0 értéket, beláttuk, hogy [a, b]-ben g

′
(x)-nek

n különböz® zérushelye van. Így belátható, hogy még az n-edik derivált is elt¶nik
legalább egy helyen, azaz van olyan ξ ∈ [a, b], amelyben

g(n)(ξ) = f (n)(ξ)− n!
ωn(x̄)

(f(x̄)− Pn(x̄)) = 0,

ahonnan átrendezés után a képlethibára az

f(x̄)− Pn(x̄) =
ωn(x̄)

n!
f (n)(ξ).

formulát kapjuk.

Az abszolút hiba Ha fn(x) korlátos [a, b]-ben, akkor az abszolút hibára rögtön
felírható:

|f(x)− Pn(x)| ≤ |ωn(x)|
n!

µn

fels® becslés, amelyben µn az |f (n)(x)| tetsz®leges [a, b]-n vett fels® korlátját
jelenti.

Közelítés hibája Az abszolút hibakorlátból következik, hogy

max
x∈[a,b]

|f(x)− Pn(x)| ≤ maxx∈[a,b] |ωn(x)|
n!

µn. (5)

Rögzített [a, b] intervallum, f(x) függvény és n esetén is marad még egy lehet®-
ségünk a képlethiba csökkentésére. Ha megvizsgáljuk (5) korlátot, észrevehetjük,
hogy ez úgy javítható, ha maxx∈[a,b]|ωn(x)|-et minimalizáljuk az n darab alap-
pont alkalmas választásával. Tegyük fel, hogy a [−1, 1] intervallumon interpolá-
lunk. De�niáljuk a [−1, +1]-en értelmezett Tn(x) n-edik Csebisev-polinomot és
legyen T−1(x) ≡ 0 és

Tn(x) def= cos n arccosx

ha n > 0. Tn(x) legfontosabb tulajdonságait a következ® állításokban foglaljuk
össze.

6. Lemma. T0(x) ≡ 1, T1(x) = x, továbbá tetsz®leges 1 ≤ n-re

(i) Érvényes a Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) rekurzió.
(ii) Tn(x) pontosan n-ed fokú 2n−1 f®együtthatós polinom.
(iii) Ha az n szám páros (páratlan), akkor Tn(x) páros (páratlan) függvény.
(iv) Tn(x)-nek n db. különböz® valós gyöke van [−1, 1]-ben:

xk = cos
(2k − 1)π

2n
1 ≤ k ≤ n.
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Számos alkalmazásnál kényelmesebb a tn(x) def= 1
2n−1 Tn(x) polinomokkal dolgoz-

ni.

7. Lemma. Tetsz®leges 1 f®együtthatós n-ed fokú p(x) 6= tn(x) polinomra igaz
a

max
x∈[−1,1]

|tn(x)| ≤ max
x∈[−1,1]

|pn(x)|

egyenl®tlenség.

Ebb®l a minimum-tulajdonságból azonnal következik, hogy maxx∈[−1,1] |ωn(x)|
pontosan akkor lesz minimális, ha tn(x) gyökeit, az xk = cos (2k−1)π

2n számokat
vesszük interpolációs alappontokként. Ezeket a gyököketCsebisev-alappontoknak
nevezik.

1.2. Osztott di�erenciák
Olyan formulákat adunk meg, amelyek segítségével O(n2) m¶velettel felírható
az n darab alapponthoz tartozó interpolációs polinom. Pi,i+1,...,i+k(x) a k +
1 darab xi, xi+1, . . . xi+k alapponthoz tartozó interpolációs polinomot jelenti.
Ezekre felírható egy egyszer¶ rekurzió:

8. Lemma. Bármely 1 ≤ i < i + k ≤ n-hez egyértelm¶en létezik olyan βik ∈ R
valós konstans, amellyel

Pi,i+1,...,i+k(x) = Pi,i+1,...,i+k−1(x) + βik(x− xi)(x− xi+1) · · · (x− xi+k−1).

9. Bizonyítás. Mivel S(x)
def
= Pi,i+1,...,i+k(x) − Pi,i+1,...,i+k−1(x), a két inter-

polációs polinom különbsége legfeljebb k − 1-ed fokú és az xi, xi+1, . . . , xi+k−1

alappontok biztosan zérushelyei, ezért gyöktényez®s alakja csak βik(x − xi)(x −
xi+1) · · · (x− xi+k−1) lehet valamely alkalmas βik ∈ R-rel, ez pedig ekvivalens a
bizonyítandó egyenl®séggel. ut

Vezessünk be új jelöléseket az el®bbi konstansokra, legyen f [xi, xi+1, . . . , xi+k1]
def=

βik és nevezzük ezeket az f(x) függvény xi, xi+1, . . . , xi+k alappontokhoz tartozó
osztott di�erenciáinak.
10. Lemma. Tetsz®leges xi, xi+1, . . . , xi+k alappontokra igaz:

(i) az f [xi, xi+1, . . . , xi+k] osztott di�erencia az alappontok szimmetrikus függ-
vénye,

(ii) f [xi, xi+1, . . . , xi+k] = f [xi+1,xi+2,...,xi+k]−f [xi,xi+1,...,xi+k−1]
xi+k−xi

11. Bizonyítás. Az (i) tulajdonság egyszer¶en adódik abból, hogy az osztott dif-
ferenciákat az interpolációs polinomnak a (8) Lemmában bizonyított egyértelm¶
el®állításával vezettük be, és maga a polinom független az alappontok megadásá-
nak sorrendjét®l.
Az (ii) tulajdonság bizonyítása: ut
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12. Következmény (Az interpolációs polinom osztott di�erenciás alakja).
Az n darab alapponthoz tartozó interpolációs polinom el®állítható a következ®
módon is:

P1,2,...,n(x) = f1 + f [x1, x2](x− x1) + f[x1, x2, x3](x− x1)(x− x2) + · · ·
· · · + f [x1, x2, . . . , xk](x− x1)(x− x2) · · · (x− xk−1)

13. Bizonyítás. A (8) Lemmát az i = 1 esetre alkalmazva:

P1,2,...,k(x) = P1,2,...,k−1(x) + f [x1, x2, . . . , xk](x− x1)(x− x2) · · · (x− xk−1)

bármely 1 < k ≤ n-re, amib®l k szerinti indukcióval megkapjuk a bizonyítandó
állítást. ut

Képlethiba Legyen x̄ az alappontoktól különböz® tetsz®leges rögzített érték.
Ezt az x̄-t n + 1 -edik alappontnak tekintve, a megfelel® Pn+1(x) interpolációs
polinom osztott di�erenciás alakja:

Pn+1(x) = Pn(x) + f [x1, x2, . . . , xn, x̄](x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Az x = x̄ helyettesítéssel ebb®l:

f(x̄) = Pn(x̄) + f [x1, x2, . . . , xn, x̄](x̄− x1)(x̄− x2) · · · (x̄− xn),

tehát a keresett hibaképlet:

f(x̄)− Pn(x̄) = f [x1, x2, . . . , xn, x̄]ωn(x̄).

Az osztott di�erenciák de�níciója kiterjeszthet® ismétl®d® alappontok esetére is,
tehát tetsz®leges x-re

f(x)− Pn(x) = f [x1, x2, . . . , xn, x]ωn(x).

Ha f(x) teljesíti a megfelel® di�erenciálhatósági feltételeket, a korábbi Lagrange-
féle hibatag is felírható, ahonnan az

f [x1, x2, . . . , xn, x̄]ωn(x̄) =
ωn(x̄)

n!
f (n)(ξ)

illetve az
f [x1, x2, . . . , xn, x̄] =

f (n)(ξ)
n!

egyenl®ség következik.

14. Következmény. Legyen f(x) ∈ Cn[a, b] és x1, x2, . . . , xn+1 n+1 darab pá-
ronként különböz® szám [a, b]-ben. Ekkor létezik olyan η ∈ [a, b], amellyel teljesül
az

f [x1, x2, . . . , xn+1] =
f (n)(ξ)

n!
egyenl®ség.
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Az n = 1 eset pontosan a Lagrange-tételt adja.

15. Következmény. Tetsz®leges adott x1, x2, . . . , xn alappontok és f1, f2, . . . , fn

függvényértékek, továbbá tetsz®leges x̄ ∈ R esetén

(i) 3
2n2 + O(n) m¶velettel meghatározhatók az interpolációs polinom el®állítá-
sához felhasznált f [x1, x2], f [x1, x2, x3], . . . , f [x1, x2, x3, . . . , xn] osztott dif-
ferenciák.

(ii) Ezután a Pn(x̄) helyettesítési érték kiszámításához elegend® O(n) m¶velet.

1.3. Véges di�erenciák

Az interpoláció némely alkalmazásánál szokás ekvidisztáns (szomszédos alap-
pontok távolsága egy konstans) alappontokkal dolgozni, azaz interpolációs alap-
pontjainkat xi = x0 + ih i = 0, 1, . . . , n− 1 alakban adjuk meg.

16. De�níció. Az adott xk alappontokhoz és fk függvényértékekhez tartozó ∆ifk

i-ed rend¶ véges di�erenciákat a következ® kett®s rekurzióval értelmezzük:

(i) ∆0fk
def
= fk

(ii) ∆ifk
def
= ∆i−1fk−1 −∆i−1fk

17. Lemma. Tetsz®leges i, k ∈ N-re teljesül

∆ifk = fi+k −
(

i

1

)
fi+k−1 +

(
i

2

)
fi+k−2 ± · · ·+ (−1)ifk (6)

összefüggés.

18. Bizonyítás. Az állítást i és k szerinti teljes indukcióval igazoljuk. ha i = 0,
bármely k-ra triviálisan igaz. Tegyük fel, hogy adott i mellett minden k-ra teljesül
a Lemma állítása. Írjuk fel i + 1-re:

∆i+1fk = ∆ifk+1 − ∆ifk

= fi+k+1 −
(

i

1

)
fi+k +

(
i

2

)
fi+k−1 ± · · ·+ (−1)ifk+1

−
(

i

0

)
fi+k +

(
i

1

)
fi+k−1 ± · · ·+ (−1)i+1fk

= fi+k+1 −
((

i

0

)
+

(
i

1

))
fi+k +

((
i

1

)
+

(
i

2

))
fi+k−1 ± · · ·+ (−1)i+1fk

= fi+k+1 −
(

i + 1
1

)
fi+k +

(
i + 1

2

)
fi+k−1 ± · · ·+ (−1)i+1fk

ut

A véges di�erenciákat az osztott di�erenciákkal kapcsolják össze a következ®
formulák:
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19. Lemma. Tetsz®leges i, k ∈ N-re az {xi, xi+1, . . . , xi+k} ekvidisztáns alap-
pontokhoz tartozó kétféle di�erencia között fennáll az alábbi összefüggés:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
∆kfi

hkk!
.

20. Bizonyítás. Most is i és k szerinti indukcióval bizonyítunk. Ha k = 0, bár-
mely i-re triviálisan igaz. Tegyük fel, hogy 0, 1, . . . , k esetén minden i-re teljesül
az állítás. Írjuk fel k + 1-re:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k+1] =
f [xi+1, xi+2, . . . , xi+k+1]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k]

xi+k+1 − xi

=
∆kfi+1

hkk!
− ∆kfi

hkk!

xi+k+1 − xi
=

∆kfi+1 −∆kfi

hkk!(k + 1)h

=
∆kfi

hkk!
,

tehát erre az esetre is beláttuk a bizonyítandó állítást. ut

21. Következmény. Ha f(x) ∈ Cn[a, b], akkor a képlethibára

f(x)− Pn(x0 + th) = hn

(
t

n

)
f (n)(ξ)

teljesül alkalmas ξ ∈ [a, b]-vel.

1.4. Hermite interpoláció

HERMITE-INTERPOLÁCIÓS FELADAT:
Adott az n ≥ 1 természetes szám, a páronként különböz® {x1, x2, . . . , xn} alap-
pontok, az 1 ≤ mi számok, az m =

∑n
i=1 mi konstans és az egyes xi alappontok-

hoz tartozó
{
f0

i , f1
i , . . . , fmi

i

}
értékek. Határozzuk meg azt a legfeljebb m−1-ed

fokú Hm(x) Hermite-féle interpolációs polinomot, amely eleget tesz a

H(j)
m (xi) = f j

i i = 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, . . . , mi − 1 (7)

interpolációs feltételeknek. Itt H
(j)
m (xi) a Hm(x) polinom j-edik derivált-

jának az x = xi helyen vett helyettesítési értékeét jelöli. Látható, hogy való-
ban a Lagrange-interpoláció általánosításáról van szó, hiszen a függvényértéke-
ken túl most a közelít® polinom bizonyos deriváltjait is el®írtuk. Ha speciálisan
m1 = m2 = · · · = mn = 1, tehát m = n, akkor visszakapjuk a Lagrange-
interpolációt. Ha n = 1, akkor az analízisb®l ismert (x1 körüli) Taylor-polinomot
adja. Ha a polinomot Hm(x) = α0x

m−1 + α1x
m−2 + · · · + αm alakban keres-

sük, a deriváltakat kiszámolva és a (7)-ben megadott értékeket behelyettesítve
az alábbi egyenl®ségeket kapjuk:
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α0x
m−1
1 + α1x

m−2
1 + · · ·+ αm = f0

1

...
α0x

m−1
n + α1x

m−2
n + · · ·+ αm = f0

n

(m− 1)α0x
m−2
1 + (m− 2)α1x

m−3
1 + · · ·+ αm−1 = f1

1

...
(mn − 1)!αm−1−(mn−1)

0 + · · · = fmn−1
n

Ez tekinthet® az αj ismeretlenekre vonatkozó egyenletrendszernek Vagyis a (7)
interpolációs probléma ekvivalens egy

Hα = f

alakú m× n-es lineáris egyenletrendszer megoldásával.

22. Tétel. Tetsz®legesen megadott (7) feltételrendszerhez legfeljebb egy azt ki-
elégít® Hm(x) Hermite-féle interpolációs polinom létezik.

23. Bizonyítás. Indirekt bizonyítunk. Legyen adott egy olyan (7) rendszer, amely-
hez létezik két különböz® Hermite-polinom, Hm(x) és H̄m(x). Az S(x)

def
= Hm(x)−

H̄m(x) különbségpolinomnak minden xi alappont zérushelye, hiszen S(xi) =
Hm(x) − H̄m(x) = fi − fi = 0. S®t, az is következik, hogy az xi zérushely
multiplicitása legalább mi, ugyanis még a megfelel® deriváltak is elt¶nnek:

S(j)(xi) = H(j)
m (xi)− H̄(j)

m (xi) = f j
i − f j

i = 0

minden 0 ≤ j ≤ mi − 1-re. S(x)-nek tehát multiplicitással számolva legalább
m =

∑n
i=1 mi zérushelye van. Mivel ∂S ≤ m − 1, ez csak úgy lehetséges, ha

S(x) ≡ 0, ami ellentmond a Hm(x) 6= H̄m(x) kiindulási feltételnek. ut

Az unicitásból könnyen levezethet® a megoldhatóság is.

24. Tétel. Tetsz®legesen megadott (7) feltételrendszerhez létezik azt kielégít®
Hm(x) Hermite-féle interpolációs polinom.

25. Bizonyítás. Az unicitástételnek megfelel®en a megoldás akkor is egyértel-
m¶, ha olyan (7) rendszert veszünk, amelyhez Hα = 0 alakú homogén lineáris
egyenletrendszer tartozik. Ilyen esetben α = 0 az egyetlen megoldás. De ez pon-
tosan azt jelenti, hogy detH 6= 0, így viszont a feladat tetsz®leges jobboldallal is
megoldható. ut

A Hermit-Fejér interpolációnak nevezett speciális esetben a függvényérték
és az els® derivált értéke adott minden pontban (m = 2n, mi = 2). Ekkor a
Lagrange-interpolációhoz hasonló közvetlen el®állítás is lehetséges.

8
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26. Állítás. A H2n(x) Hermite-polinom az Li(x) Lagrange-féle bázispolinomok
segítségével a következ® alakban írható fel:

H2n(x) =
n∑

i=1

f0
i

(
1− 2(x− xi)L

′
i(x)

)
L2

i (x) +
n∑

i=1

f1
i (x− xi)L2

i (x).

H2n(x)-be, illetve di�erenciálhányadosába behelyettesítve a megadott értékeket
könnyen ellen®rizhet® a formula helyessége.

Képlethiba Legyen x̄ az alappontokt®l különböz® rögzített érték. Tegyük fel
hogy, f(x) m-szer di�erenciálható azon a legsz¶kebb [a, b] intervallumon, amely
tartalmazza x̄-t és az összes xi alappontot. De�niáljuk Ωn(x) def= (x−x1)m1(x−
x2)m2 · · · (x− xn)mn 1 f®együtthatós m-ed fokú polinomot és vezessük be a

h(x) def= f(x)−Hm(x)− Ωm(x)
Ωm(x̄)

(f(x̄)−Hm(x̄))

segédfüggvényt. Ez a h(x) nyilvánvalóan legalább m-szer di�erenciálható az [a, b]
intervallumon, az m-edik deriváltja

hm(x) = fm(x)− m!
Ωm(x̄)

(f(x̄)−Hm(x̄)) ,

azaz van olyan ζ ∈ [a, b], amelyben

hm(ζ) = fm(ζ)− m!
Ωm(x̄)

(f(x̄)−Hm(x̄)) = 0.

ahonnan átrendezéssel a képlethibára a

f(x̄)−Hm(x̄) =
Ωm(x̄)

m!
fm(ζ)

formulát kapjuk. Ez az egyenl®ség - ζ értékét®l függetlenül - igaz az xi alappon-
tokban is, hiszen ekkor mindkét oldalon 0 áll. Tehát tetsz®leges x ∈ [a, b]-re a
képlethiba:

f(x)−Hm(x) =
Ωm(x)

m!
fm(ζ).

Ekkor az abszolút hibára innen az

|f(x)−Hm(x)| ≤ |Ωm(x)|
m!

µm

fels® becslést kapjuk, amelyben µm az |f (m)(x)| tetsz®leges [a, b]-n vett fels®
korlátját jelenti. Rögzített [a, b] intervallum és alappontok esetén különböz® x ∈
[a, b] helyeken interpolálva a közelítés maximális hibája:

max
x∈[a,b]

|f(x)−Hm(x)| ≤ maxx∈[a,b] |Ωm(x)|
m!

µm.
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1.5. Diszkrét négyzetes közelítés
Most azzal mérjük a közelít® polinom jóságát, hogy átlagosan milyen jól közelíti
a megadott helyeken a megadott függvényértékeket.
(a) el akarjuk kerülni a magas fokszámú polinomok nemkívánatos oszcillációját
(b) csökkenteni akarjuk a pontatlanul megadott fi értékek által okozott hibát
(c) tudjuk, hogy a közelítend® függvény maga is polinom
(d) pusztán egyszer¶en kezelhet®, az adatokat viszonylag jól reprodukáló közelít®

függvényt keresünk.
DISZKRÉT NÉGYZETES KÖZELÍTÉS POLINOMOKKAL:
Adott az n ≥ 1 természetes szám, a páronként különböz® {x1, x2, . . . , xn} alap-
pontok és az {f1, f2, . . . , fn} függvényértékek, továbbá az 1 ≤ m ≤ n szám.
Határozzuk meg olyan legfeljebb m − 1-ed fokú q∗(x) polinomot, amely eleget
tesz a

δ2
m

def=
n∑

i=1

|fi − q(xi)|2 (8)

minimum-feltételeknek. Tetsz®leges f(x) és g(x) függvények bels® szorzatát ér-
telmezzük az

[f, g] def=
n∑

i=1

f(xi)g(xi)

formulával. Azaz vegyük a ϕ(f(x)) def= (f(x1), f(x2), . . . , f(xn))T leképezéssel
megadott C[a, b] → Rn homomor�zmust, s a C[a, b] lineáris tér ennek megfelel®
azon C̄[a, b] faktorstruktúráját, melyben az f1(x) és f2(x) függvényeket azonos-
nak tekintjük, ha f1(xi) = f2(xi) minden xi alappontban.
Az m < n feltétel miatt ϕ megszorítása a legfeljebb m−1-ed fokú polinomok Pm

alterére izomor�zmus lesz, hiszen tetsz®leges p(x) ∈ Pm polinomot egyértelm¶-
en meghatároz az n különböz® helyen felvett p(x1), p(x2), . . . , p(xn) értéke. Tehát
(8) feladat megoldása ekvivalensRn m-dimenziós G def= 〈ϕ(1), ϕ(x), . . . , ϕ(xm−1)〉
alterében a ϕ(f) = (f1, f2, . . . , fn)T vektort legjobban közelít® q∗ elem meghatá-
rozásával. ha a keresett polinomot q∗ =

∑m−1
j=0 αjx

j alakban vesszük fel, csupán
a normálegyenletet kell felírni:

[(f −
m−1∑

j=0

αjx
j), xi] = 0 i = 0, 1, . . . , m− 1.

A bels® szorat disztributivitását felhasználva rendezzük át az egyenleteket:
m−1∑

j=0

αj [xj , xi] = [f, xi] i = 0, 1, . . . ,m− 1.

Célszer¶ bevezetni a µi
def= [f, xi] és az

si+j
def= [xj , xi] =

n∑

k=1

(xk)j(xk)i =
n∑

k=1

(xk)i+j
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rövid jelöléseket. Ezeket beírva, a következ® m×m-es lineáris egyenletrendszert
kaptuk az αj ismeretlenekre:

s0α0 + s1α1 + · · ·+ sm−1αm−1 = µ0

s1α0 + s2α1 + · · ·+ smαm−1 = µ1

...
sm−1α0 + smα1 + · · ·+ s2m−2αm−1 = µm−1

amelyet Gauss-féle normálegyenleteknek neveznek. A tömörebb mátrix ala-
kot használva

Sα = µ

ahol S az si+j mennyiségekb®l álló szimmetrikus mátrix. Tudjuk, hogy a keresett
q∗(x) közelítés egyértelm¶en létezik, ezért biztosak lehetünk benne, hogy ez a
rendszer egyértelm¶en megoldható. Az is belátható, hogy S pozitív de�nit, így
a megoldás kiszámítható például Cholsky-felbontással.
Az igazi megoldást itt is az jelenti, hogy q∗(x)-et nem az

{
1, x, x2, . . . , xm−1

}
bázis elemeivel próbáljuk el®állítani, hanem el®ször kiszámolunk egy a most be-
vezetett [., .] bels® szorzatra nézve ortogonális {1, g1(x), g2(x), . . . , gm−1(x)} po-
linomrendszert, s az ezekre felírt, a normálegyenleteknek megfelel® diagonális
mátrixú egyenletrendszerb®l határozzuk meg q∗(x)-et.
Az ortogonális polinomok alkalmazásának további el®nye, hogy m értékét vál-
toztatva, pl. m + 1-re áttérve, az új közelítések a meglev®k segítségével könnyen
megkaphatók.

q∗m+1(x) = q∗m(x) +
[f, gm]

[gm, gm]
gm(x).
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