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1. Fiiggvénykozelitések

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy més fliggvények, hogyan kozelithetsk
polinomokkal. Az ilyen kozelitések fonotsak, mind elméleti, mind gyakorlati
szempontbol. Lehetévé teszik 11j numerikus eljarasok levezetését. Hangsilyoz-
zuk, hogy komolyabb alkalmazisokhoz, sokkal kifinomultabb, tébbnyire racio-
nélis tortfliggvényeken alapuld eljarasok sziikségesek.

1.1. Lagrange interpolacio

Kiindulépontunk a kovetkezé probléma:
POLINOM-INTERPOLACIOS FELADAT:

Adott az n > 1 természetes szam, a paronként kiilénbozg {x1,xo, ..., z,} in-
terpolacios alappontok és az {f1, fa,..., fn} értékek.

Hatarozzuk meg olyan legfeljebb n — 1-ed foku P, (z) intepolaciés polinomot,
amely eleget tesz a

Pn(xi):,fi i:1727"'7n (1)

interpolaciods feltételeknek. Az f; szamok a kozelitends f(z) fliggvénynek az
alappontokban felvett értékei. Ezen kiviil a feladat kittzése nem igényel f(z)-
r6l egyéb informéaciot. Az alappontokra nem tesziink semmilyen kik6tést, azon
kiviil, hogy paronként kiilonbozGek. Belatjuk, hogy a (1) feladat egyértelmiien
megoldhato.

1. Definicié. Definidljuk minden 1 < i < n-re az

() (z—z1)(z —32) - (2 — )
Li@) ( —x)(xi — 1) (2 —@2) - (@ — Tim1) (T — @ig1) - (@ — Tn) @)

dgynevezett Lagrange-féle bazispolinomokat.
Konnyen belathaté, hogy

(a) minden L;(x) pontosan n — 1-ed foku polinom, és
(b) az alappontokban felvett értékeire L;(z) = d;1 teljesiil.



Ko6zelits és szimbolikus szamitasok II. 11. tétel

Ha bevezetjiik az wy, (z) def (x —x1)(x — 22) - -+ (T — Tp) egy fGegyiitthatos n-ed
fokt polinomot, egyszert szamolassal ellendrizhets, hogy L;(z) a tomorebb

o wal®)
B = e @

alakban is felirhaté.

2. Kovetkezmény. A (1) interpolicidos probléma megoldhato, egy lehetséges meg-
olddsa a
wn ()

Po(z) =) fiLi(x) =) fi— 0 — (4)
i=1 i=1

(x — x5)wy, ()
Lagrange-féle interpolacios polinom.

3. Bizonyitas. Az L;(x) bdzispolinomok (a) tulajdonsdgdbdl kévetkezik, hogy
P, () legfeljebb n—1-ed foki polinom, a (b) tulajdonsdg alapjin pedig trividlisan
teljesiilnek a P,(x) = f; interpoldcids feltételek. O

Egyértelmiiség:

4. Tétel. Tetszdlegesen vdlasztott alappontok és figguényértékek esetén a (1)
interpoldcids probléma megolddsa egyértelmi.

5. Bizonyitas. Indirekt bizonyitdst alkalmazunk. Tegyik fel, hogy létezik két kii-
lnbiézé megoldds, P, (x) és P,(x). Képeae az S(x) = P,(x) — P,(x) kiilonb-
ségpolinomot, ldthato, hogy S(x)-nek legaldbb n zérushelye van, hiszen bdrmely
alapppontokban S(x;) = Py, (z;) — pn(éﬂi) = fi — fi = 0. Mivel S(z) fokszdma
legfeljebb n — 1, ez csak gy lehet, hogy, ha S(x) = 0, ami viszont ellentmond
annak, hogy két kilonbézd interpoldcids polinom létezésébdl indultunk ki. a

Képlethiba Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mekkora lehet az f(x) —
P, (x) eltérés. Az alappontokban, vagyis ha = x;, a hiba trividlisan 0. Ezért
ezektdl eltérd, rogzitett T helyen vizsgaljuk a hibat. Legyen f(z) n-szer diffe-
rencialhat6 azon a legsziikebb [a, b] intervallumon, amely tartalmazza Z-t és az
Osszes z; alappontot.

Vezessiik be a

def Wn (‘T)

g(x) = f(x) = Pp(x) —

segedfiiggvényt. Ez a g(z) nyilvanvaléan n-szer differencialhaté az [a,b]-n, az
n-edik derivalt: |
n!

wn(T)

9" (@) = f*(x) - (f(z) — Pu(T)),

hiszen a legfeljebb n — 1-ed foku P, (z) polinom n-edik derivéltja azonosan 0, az
egy [Gegylitthatos wy, ()-¢ meg pontosan n! lesz.
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Mivel Rolle tétele szerint tetszéleges két zérushely altal meghatirozott interval-
lumban a ¢ (z) derivalt is felveszi a 0 értéket, belattuk, hogy [a, b]-ben g (z)-nek
n kiilénb6z6 zérushelye van. Igy belathato, hogy még az n-edik derivalt is elttinik
legalabb egy helyen, azaz van olyan £ € [a, b], amelyben

ahonnan atrendezés utan a képlethibara az

£(@) — (@) = 22 o).

n!

formulat kapjuk.

Az abszolat hiba Ha f,,(x) korlatos [a, b]-ben, akkor az abszolit hibara régton
felirhat6:

1)~ Pate) < 20,

felsé becslés, amelyben p, az |f)(x)| tetszéleges [a,b]-n vett felsé korlatjat
jelenti.

Kozelités hibaja Az abszolit hibakorlatbol kévetkezik, hogy

maXye(q,p) |Wn ()]

z€[a,b] n!

max |f(x) = Po(x)| < fin.- (5)

Rogzitett [a, b] intervallum, f(z) fliggvény és n esetén is marad még egy lehets-
séglink a képlethiba csokkentésére. Ha megvizsgaljuk (5) korlatot, észrevehetjiik,
hogy ez gy javithato, ha maz,¢(q,p)|wn(7)|-et minimalizaljuk az n darab alap-
pont alkalmas valasztasaval. Tegyiik fel, hogy a [—1, 1] intervallumon interpolé-
lunk. Definialjuk a [—1, +1]-en értelmezett T, (x) n-edik Csebisev-polinomot és
legyen T_1(x) =0 és

def
T, (z) = cosnarccos

ha n > 0. T,,(z) legfontosabb tulajdonsagait a kovetkezd allitasokban foglaljuk
0ssze.

6. Lemma. Ty(z) =1, T1(x) = z, tovdbbd tetszdleges 1 < n-re

(i) Ervényes a Tpy1(z) = 22T, (x) — T_1(x) rekurzid.
(ii) T, (x) pontosan n-ed foki 2"~ féegyiitthatés polinom.
(#4i) Ha az n szdm pdros (pdratlan), akkor T, (x) pdros (pdratlan) figgvény.
(1v) T,(x)-nek n db. kilonbozd valds gyoke van [—1,1]-ben:
2k — 1)

T =cos —— 1 <k<n.
2n
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Szamos alkalmazasnal kényelmesebb a ¢, (z) def %%Tn(x) polinomokkal dolgoz-
ni.

7. Lemma. Tetszdleges 1 fdegyiitthatds n-ed foki p(x) # tn(x) polinomra igaz
a

ma, th(x)] < ma n (@
xe[_ffu' ()| S Jex [P ()]

egyenldtlenség.

Ebbél a minimum-tulajdonsaghoél azonnal kévetkezik, hogy maxge[—1,1] |wn ()]
pontosan akkor lesz minimalis, ha ¢, (x) gyOkeit, az x; = cos W szamokat
vessziik interpolacios alappontokként. Ezeket a gyokoket Csebisev-alappontoknak

nevezik.

1.2. Osztott differenciak

Olyan formuldkat adunk meg, amelyek segitségével O(n?) miivelettel felirhato
az n darab alapponthoz tartozé interpolaciés polinom. P ;i1 i+x(x) a k +

1 darab z;,2;y1,...2;+, alapponthoz tartozé interpolaciés polinomot jelenti.
Ezekre felirhato egy egyszerii rekurzio:

8. Lemma. Bdrmely 1 <i < i+ k < n-hez egyértelmiien létezik olyan B;; € R
valds konstans, amellyel

H,H—l ..... i+k($) = Pi,i+1 ..... z‘+k—1($) + ﬂik(x - Cﬁz)(»L - sz‘+1) s (CE - $i+k—1)~

9. Bizonyitas. Mivel S(x) = Piiv1,.ivk(®) = Py, itk—1(x), a két inter-
poldcids polinom kilénbsége legfeljebb k — l-ed fokid €s az T;, Tijy1, ..., Titk—1
alappontok biztosan zérushelyei, ezért gyoktényezds alakja csak Bir(x — x;)(x —
ZTit1) (& — xipk—1) lehet valamely alkalmas B, € R-rel, ez pedig ekvivalens a

bizonyitandd egyenldséggel. a
Vezessiink be 1j jeloléseket az elgbbi konstansokra, legyen f[z;, @iy1, ..., Titr1) ef
Bik és nevezziik ezeket az f(x) fiiggvény x;, 11, . . ., Tiyk alappontokhoz tartozd

osztott differenciainak.

10. Lemma. Tetszdleges x;, T;11,...,Tirr alappontokra igaz:
(i) az flzi,Zit1, ..., Tivx] 0sztott differencia az alappontok szimmetrikus figg-
vénye,
(it) floi, zip R
, e

Titk— T4

11. Bizonyitas. Az (i) tulajdonsdg egyszerien adodik abbdl, hogy az osztott dif-
ferencidkat az interpoldcids polinomnak a (8) Lemmdban bizonyitott egyértelmi
eldallitasdval vezettik be, és maga a polinom fiiggetlen az alappontok megaddsd-
nak sorrendjétdl.

Az (i) tulajdonsdg bizonyitdsa: O
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12. Kévetkezmény (Az interpolaciés polinom osztott differencias alakja).
Az n darab alapponthoz tartozé interpoldcids polinom elddllithaté a kévetkezd
mddon is:

Pio  n(x) = fi + flog, z2](2 — 21) + fion, 22, 23] (2 — 21) (2 — 202) + - -

+ flr1, @2, ..y xp)(x —z1)(x —22) - (@ — Tp—1)
13. Bizonyitas. A (8) Lemmadt az i =1 esetre alkalmazva:
Py k(@) =P k—1(x)+ flor,z2,... x6)(x — 1) (2 — 22) -+ - (v — Tp—1)
birmely 1 < k < n-re, amib6l k szerinti indukcioval megkapjuk o bizonyitando

allitdst. a

Képlethiba Legyen T az alappontoktdl kiilonb6z6 tetszéleges rogzitett érték.
Ezt az Z-t n + 1 -edik alappontnak tekintve, a megfelelé P, (x) interpolacios
polinom osztott differencias alakja:

Poi1(z) = Po(x) + flz1, 22, 2, Z) (2 — 21) (T — 22) - (& — ).
Az x = T helyettesitéssel ebbdl:
f(Z) = Po(Z) + flr1, x2, -+, T, Z)(T — 1) (T — T2) - (T — T,
tehat a keresett hibaképlet:
f(Z) = Po(Z) = flr1, 22, .-, Tn, T]wn (T).

Az osztott differencidk definicioja kiterjeszthets ismétl6ds alappontok esetére is,
tehat tetszéleges z-re

f(x) = Py(x) = flz1, 22, .. ., Tp, 2]wn ().

Ha f(z) teljesiti a megfelels differencialhatosagi feltételeket, a korabbi Lagrange-
féle hibatag is felirhat6, ahonnan az

wn (Z)

flor, xo, oo, Tlwn (T) = Tf(n) (&)
illetve az .
fle1, @, ..., @, %] = '(5)
n!

egyenl@ség kovetkezik.

14. Koévetkezmény. Legyen f(x) € C*[a,b] és x1,a,...,2nr1 n+1 darab pd-
ronként kilonbozd szdm [a,b]-ben. Ekkor létezik olyan n € [a,b], amellyel teljesiil

az
ARG

n!

f[xl,l‘g, e ,xn+1} =

egyenldség.
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Az n =1 eset pontosan a Lagrange-tételt adja.

15. Kovetkezmény. Tetszdleges adott x1,x2, ..., x, alappontok és f1, fo,..., fn
fiigguényértékek, tovdbbd tetszdleges ¥ € R esetén

(i) %nz + O(n) mivelettel meghatdrozhatok az interpoldicids polinom elddllitd-
sahoz felhaszndlt flx1,x2), flx1, x2,x3), ..., flr1, 22,23, .., 2,] osztott dif-
ferencidk.

(ii) Ezutdin a P,(Z) helyettesitési érték kiszamitdsdhoz elegendd O(n) mdvelet.

1.3. Véges differenciak

Az interpolacié némely alkalmazdsanal szokds ekvidisztans (szomszédos alap-
pontok tavolsaga egy konstans) alappontokkal dolgozni, azaz interpolécios alap-
pontjainkat x; = x¢g +th ¢ =0,1,...,n — 1 alakban adjuk meg.

16. Definicié. Az adott xy alappontokhoz és fr fiigguényértékekhez tartozo A fy,
i-ed rendi véges differencidkat a kovetkezd kettds rekurzidval értelmezziik:

() A%, Y g
(ii) Aif, oAy AFLp

17. Lemma. Tetszdleges i,k € N-re teljestil
A'fi = firk — <1> Jitk—1+ <2> fivk—2 =+ (=1)"fk (6)

dsszefiliggés.

18. Bizonyitas. Az dllitdst i és k szerinti teljes indukcioval igazoljuk. ha i = 0,
barmely k-ra trividlisan igaz. Tegyiik fel, hogy adott i mellett minden k-ra teljesil
a Lemma dllitisa. Irjuk fel i + 1-re:

Ai+1fk — Aifk—i—l . Asz
= fitk+1 — (Z)fiM + (é)fﬂrkl o (1) fr

é) fivr + (i)fﬂrkl +oo ot (1)

@ ( >)fi+” ((i) * @))ﬁ%—limﬂl)i“fk

' 1) fivr + (l ’ 1) fivho1 £+ (1)

- fz+k+1 -

-
g (
(

-4+

a

A véges differencidkat az osztott differencidkkal kapcsoljdk Gssze a kovetkezd
formulak:
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19. Lemma. Tetszéleges i,k € N-re az {z;,xi11,...,Titx} ekvidisztdns alap-
pontokhoz tartozo kétféle differencia kézatt fenndll az aldbbi dsszefliggés:

Arfi

f[xul"i-i-h cee »xi—i-k] = W

20. Bizonyitas. Most is i és k szerinti indukcidval bizonyitunk. Ha k = 0, bdr-
mely i-re trividlisan igaz. Tegyiik fel, hogy 0,1, ... k esetén minden i-re teljesiil
az dllitds. Irjuk fel k + 1-re:

JlTivt, Tigo, o Tigkt1] — fle, Tigr, . Tigg
f[xi7xi+1>~-~axi+k+1] = [ ‘ ‘ ) ] [ o ‘ ]
Titk+1 — L4
Ak gy AR, .
_ Tl — o _ AFfi — AV
Tith+1 — Ti h*ENk + 1)h
_ A
-~ REED
tehdt erre az esetre is beldttuk a bizonyitando dllitdst. a

21. Kévetkezmény. Ha f(z) € C"[a,b], akkor a képlethibira

t
n

f(@) = Po(wo + th) = h( )f(’“ ©)

teljesiil alkalmas & € [a, b]-vel.

1.4. Hermite interpolacié

HERMITE-INTERPOLACIOS FELADAT:

Adott az n > 1 természetes szam, a paronként kiillonbozé {1, xa, ..., 2, } alap-
pontok, az 1 < m; szamok, az m = Z?zl m; konstans és az egyes x; alappontok-
hoz tartoz6 { f0, f},..., f"'} értékek. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb m — 1-ed

foka H,,(x) Hermite-féle interpolaciés polinomot, amely eleget tesz a
HD(z)=f i=1,2,....n, j=0,1,...,m; —1 (7)

interpolacios feltételeknek. Itt H,Si)(rcl) a H,,(x) polinom j-edik derivalt-
jdnak az z = x; helyen vett helyettesitési értékeét jeloli. Lathatd, hogy vald-
ban a Lagrange-interpolécio altalanositasarél van szd, hiszen a fiiggvényértéke-
ken tal most a kozelité polinom bizonyos derivaltjait is elGirtuk. Ha specialisan
m; = mg = --- = m, = 1, tehat m = n, akkor visszakapjuk a Lagrange-
interpolaciot. Ha n = 1, akkor az analizisbél ismert (x; koriili) Taylor-polinomot
adja. Ha a polinomot H,,(z) = apz™ ! + ay2™ 2 + -+ + a,,, alakban keres-
stik, a derivaltakat kiszamolva és a (7)-ben megadott értékeket behelyettesitve
az alabbi egyenldségeket kapjuk:
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m—1 m—2 0
QT + a1y +otam=fi

o™ ™R b ay, = f

(m— Daga" 2+ (m - 2)a2] >+ + oy = fi

(ma = 8§ =
Ez tekinthet$ az «; ismeretlenekre vonatkozo egyenletrendszernek Vagyis a (7)
interpolacios probléma ekvivalens egy

Ho=f
alakd m X n-es linearis egyenletrendszer megoldasaval.

22. Tétel. Tetszdlegesen megadott (7) feltételrendszerhez legfeljebb egy azt ki-
elégité H,,(x) Hermite-féle interpoldcids polinom létezik.

23. Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Legyen adott eqy olyan (7) rendszer, amely-
hez létezik két killonbozé Hermite-polinom, H,,(x) és H,,(x). Az S(x) = H,,(x)—

H,,(x) kilonbségpolinomnak minden x; alappont zérushelye, hiszen S(z;) =

Hy,(z) — Hp(x) = fi — fi = 0. S6t, az is kivetkezik, hogy az xz; zérushely
multiplicitdsa legaldbb m;, ugyanis még a megfeleld deriviltak is eltinnek:

SO () = HP (@) = B (@) = £ = 1 = 0

minden 0 < j < m; — 1-re. S(x)-nek tehdt multiplicitdssal szdmolva legaldbb
m = Y."  m; zérushelye van. Mivel 9S < m — 1, ez csak gy lehetséges, ha
S(x) =0, ami ellentmond a Hy,(x) # H,,(x) kitnduldsi feltételnek. O

Az unicitasbol kénnyen levezethet$ a megoldhatdsag is.

24. Tétel. Tetszdlegesen megadott (7) feltételrendszerhez létezik azt kielégitd
H,,(x) Hermite-féle interpoldcids polinom.

25. Bizonyitas. Az unicitdastételnek megfelelden a megoldds akkor is egyértel-
mi, ha olyan (7) rendszert vesziink, amelyhez Ha = 0 alaki homogén linedris
egyenletrendszer tartozik. Ilyen esetben o = 0 az egyetlen megoldds. De ez pon-
tosan azt jelenti, hogy det H #£ 0, igy viszont a feladat tetszdleges jobboldallal is
megoldhato. a

A Hermit-Fejér interpolaciénak nevezett specidlis esetben a fiiggvényérték
és az els6 derivalt értéke adott minden pontban (m = 2n, m; = 2). Ekkor a
Lagrange-interpolacidhoz hasonlé kozvetlen elGallitas is lehetséges.
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26. Allitas. A Ho,(x) Hermite-polinom az L;(x) Lagrange-féle bizispolinomok
segitségével a kévetkezd alakban irhaté fel:

Hon(2) = > £ (1= 200 = 2) Li(@)) L3(@) + Y fH o — 2i) L (@),
=1 ]

Hs,,(x)-be, illetve differencialhanyadosaba behelyettesitve a megadott értékeket
kénnyen ellendrizhetd a formula helyessége.

Képlethiba Legyen T az alappontoktdl kiilonb6z6 rogzitett érték. Tegyiik fel
hogy, f(xz) m-szer differencidlhaté azon a legsziikebb [a, b] intervallumon, amely

tartalmazza T-t és az Osszes x; alappontot. Definialjuk 2, (z) def (x —x)™ (x —
x9)™2 - (x — )™ 1 fGegyiitthatos m-ed fokt polinomot és vezessiik be a

def T)— T)— r)— T

segédfiiggvényt. Ez a h(z) nyilvanvaloan legalabb m-szer differencialhaté az [a, b)
intervallumon, az m-edik derivaltja

™ (x) = f™(x) -
azaz van olyan ¢ € [a, b], amelyben

WmC) = £ C) Q;”('@

ahonnan atrendezéssel a képlethibéra a

(f(j> - Hm(-f)) =0.

02, (z)

m!

f(@) — Hn(2) = ™€)

formuléat kapjuk. Ez az egyenlGség - ( értékétdl fliiggetleniil - igaz az x; alappon-
tokban is, hiszen ekkor mindkét oldalon 0 all. Tehat tetszéleges x € [a, b]-re a
képlethiba:

o () o,
f(x) — Hp(x) = Tf (©)-
Ekkor az abszolut hibara innen az
|2 (2)|

(@) = Hn(2)] < =~ hm

felsé becslést kapjuk, amelyben ji,, az |f™)(z)| tetszoleges [a,b]-n vett felsé
korlatjat jelenti. Rogzitett [a, b] intervallum és alappontok esetén kiilonbézs = €
[a, b] helyeken interpolalva a kozelités maximalis hibaja:

maXgela,b] ‘Qm (l‘)‘

max |f(33) - Hm(x” <

| m-
z€la,b] m!
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1.5. Diszkrét négyzetes kozelités

Most azzal mérjiik a kozelité polinom josagat, hogy atlagosan milyen jol kozeliti
a megadott helyeken a megadott fiiggvényértékeket.

(a) el akarjuk keriilni a magas fokszamu polinomok nemkivanatos oszcillaciojat
) csokkenteni akarjuk a pontatlanul megadott f; értékek altal okozott hibat
(¢) tudjuk, hogy a kozelitends fiiggvény maga is polinom
) pusztan egyszerten kezelhetd, az adatokat viszonylag jol reprodukalo kozelits
fiiggvényt keresiink.

DISZKRET NEGYZETES KOZELITES POLINOMOKKAL:

Adott az n > 1 természetes szam, a paronként kiillonbozé {1, xa, ..., 2, } alap-
pontok és az {f1, fa,..., fn} flggvényértékek, tovabba az 1 < m < n szam.
Hatéarozzuk meg olyan legfeljebb m — 1-ed foku ¢*(x) polinomot, amely eleget
tesz a

02, N fi — qla)? ®)
=1

minimum-feltételeknek. Tetszleges f(x) és g(z) fliggvények bels6 szorzatat ér-
telmezziik az

IR IF{CALICY

formulaval. Azaz vegyiik a o(f(z)) def (f(z1), f(z2),.. .,f(xn))T leképezéssel

megadott Cla,b] — R™ homomorfizmust, s a Cla, b] linearis tér ennek megfelels
azon Cl[a, b] faktorstruktirajat, melyben az fi(z) és fo(z) fiiggvényeket azonos-
nak tekintjiik, ha fi(z;) = f2(z;) minden z; alappontban.

Az m < n feltétel miatt ¢ megszoritasa a legfeljebb m — 1-ed foku polinomok P,
alterére izomorfizmus lesz, hiszen tetsz8leges p(z) € P, polinomot egyértelmi-
en meghatéroz az n kiilonb6zé helyen felvett p(z1), p(x2), . . ., p(x,) értéke. Tehat
(8) feladat megoldasa ekvivalens R™ m-dimenzios G def (p(1),0(z),...,p(xm 1))
alterében a o(f) = (f1, f2,-- -, f")T vektort legjobban kozelits q* elem meghata-

rozésaval. ha a keresett polinomot ¢* = Z;”:_Ol ajz alakban vessziik fel, csupan

a normalegyenletet kell felirni:

m—1
[(f =Y ajaf),2]=0 i=0,1,....,m—1

§=0
A bels§ szorat disztributivitiasat felhasznéalva rendezziik 4t az egyenleteket:

m—1

Zaj[xj,xi] =[f,z'] i=0,1,...,m— 1.

=0

. 2 - def i,
Célszerd bevezetni a u; = [f, '] és az

sivg = (o), 2] =Y (@k) (ax)' =Y (k)™
= k

k=1 =1
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rovid jeloléseket. Ezeket beirva, a kovetkezd m x m-es linearis egyenletrendszert
kaptuk az a; ismeretlenekre:

Sog + S101 + -+ Sp—1Qp—1 = Mo

$100 + S201 + -+ S Qup—1 = 1

Sm—100 + SpQ1 + + - + Som 20y —1 = Hm—1

amelyet Gauss-féle normalegyenleteknek neveznek. A témorebb matrix ala-
kot hasznélva
Sa=pu

ahol S az s;4; mennyiségekbdl 4ll6 szimmetrikus matrix. Tudjuk, hogy a keresett
q* (z) kozelités egyértelmien létezik, ezért biztosak lehetiink benne, hogy ez a
rendszer egyértelmtien megoldhat6. Az is belathatd, hogy S pozitiv definit, igy
a megoldas kiszamithat6 példaul Cholsky-felbontassal.

Az igazi megoldast itt is az jelenti, hogy ¢*(z)-et nem az {1,z,2% ..., 2™ 1}
bézis elemeivel prébaljuk elgallitani, hanem el6szor kiszdmolunk egy a most be-
vezetett [, .] bels szorzatra nézve ortogonalis {1, g1(z), g2(z), ..., gm—1(x)} po-

linomrendszert, s az ezekre felirt, a normalegyenleteknek megfelel§ diagonalis
matrixa egyenletrendszerbél hatarozzuk meg ¢*(x)-et.
Az ortogonélis polinomok alkalmazasanak tovabbi elénye, hogy m értékét val-
toztatva, pl. m + l-re attérve, az Gj kozelitések a meglevék segitségével kdnnyen
megkaphatok.

[f: gm]

[gm ) gm]

gm ().

Gy 1(2) = () +
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