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Maradékos osztas

Tétel (A maradékos osztas tétele) Tetszoleges a,b € Z (b # 0) esetén
léteznek olyan ¢ és r egész szamok, amelyekre a = bg+1r és 0 < r < |b|. Itt ¢
és r egyértelmiien meghatarozottak; q az osztés hanyadosa és r a maradék.

Euklideszi algoritmus

Barmely két nullatol kiilonbo6z6 egész szam legnagyobb kozos osztoja ki-
szamithato az ismételt maradékos osztasokra épiilg euklideszi algoritmus-
sal, és a legnagyobb koz0s oszt6 elGall a két szam linedris kombinéaci6jaként:
Ya,b € Z-hez Ju,v € Z, hogy

au + bv = Inko(a,b)

Legyen b # 0 és b 1 a, ekkor alkalmas ¢;, r; egészekkel:

a =bq + 11, ahol 0 < < |b|
b=r1q2 + 1o, ahol O0<ry<nr
T =T2q3 + 73 ahol 0<ry <
Tn—2 = I'n—1Qqn + Tn ahol O0<r, <r,

Tn—1 = Tndn+1 +0



Az eljaras biztosan befejez&dik véges sok 1épésben, ugyanis a maradékok
nemnegativ egészekbdl allo szigortian csokkend sorozatot alkotnak:

|b’>7’1>7"2>...

Ko6vetkezmény Ha Inko(a,b) # 0, akkor lnko“(a 5y ¢s lnkob(a ) relativ pri-
mek.

Kovetkezmény (Euklidész lemmaja) Ha inko(a,b) # 0, akkor

a|be <— | c.

e
Inko(a,b)

Feladatok

1. Hatarozzuk meg az BEuklideszi algoritmussal 112 és 301 legnagyobb ko-
z0s osztojat! Irjuk {6l a legnagyobb kozos osztot 112x + 301y alakban,
ahol x és y egész!

2. Hatarozzuk meg az Euklideszi algoritmussal 504 és 372 legnagyobb ko-
z0s osztojat! Irjuk {6l a legnagyobb kozos osztot 504x + 372y alakban,
ahol x és y egész!

3. Hatarozzuk meg az Euklideszi algoritmussal 195 és 159 legnagyobb ko-
z0s osztojat! Irjuk {6l a legnagyobb kozos osztot 195x + 159y alakban,
ahol z és y egész!

4. Euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a kévetkezd szamok legnagyobb
koz6s osztojat (d), valamint a d = ax + by linearis kombinécios elGalli-
tashoz az x és y egyiitthatokat.

e =391 ésb=697
e g =255ésb=111

Diophantoszi egyenlet
Tétel Tekintsiik az ax + by = ¢ diophantoszi egyenletet, ahol a,b,c € Z és

a,b#0

e Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldésa, ha (a,b) | ¢



e Ha (z9,y0) egy partikularis megoldas, akkor az altalanos megoldas:

a
T T

Megoldas 1épései:

1. Inko, azaz (a,b) kiszamitasa
2. ha (a,b) 1 ¢, akkor nincs megoldas; ha (a, b) | ¢, akkor kovetkezo 1épés:
3. euklideszi algoritmusbdl: au + bv = (a, b)
4. beszorozzuk azzal, amivel kell: axy + byg = ¢
5. felirjuk az altalanos megoldas képletét
6. kivalogatjuk a feladat szovegének megfelel6 megoldasokat.
Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi Diophantosi egyenleteket!

a.) 172z + 62y = 38

b.) 82z + 22y = 34

c.) 450z + 86y = 100

d.) 125z + 45y = —20
2. Mely egész n-ekre igaz, hogy % is egész?
3. Legyen n egy egész szam. Milyen n-ekre lehet egész szammal egysze-

Y . . P . 8n+3 3n2+1

riisiteni a kovetkezd torteket: 2y, fE0?

4. Szamitsuk ki a kdvetkezGket:

a.) LNKO(3"% — 1,37 — 1)

b.) LNKO(9...93,10...05)

—— ——
59 db. 119 db

5. Hatarozzuk meg azokat a p szamokat, amelyre p, p+2 és p+4 is prim.
6. Mely p primekre lesz p* + 4 és p? + 6 is prim?
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