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1. Az előadás tartalma

1.1. Számelmélet
Számelméleti függvények. Multiplikatív, additív függvények és alaptulajdonságaik. Nevezetes függvények
definíciója (osztók száma, összege, Möbius függvény, ω(n), Ω(n), φ(n).

1.1. Definíció (Számelméleti függvény). Az f(n) függvényt számelméleti függvénynek nevezzük, ha
értelmezési tartománya a természetes számok összessége. Értékkészlete lehet komplex vagy valós.

Példák:

• tetszőleges polinomfüggvény

• logaritmus függvény

• Euler-féle φ függvény

1.2. Definíció (Multiplikatív függvény). Az f(n) számelméleti függvényt multiplikatívnak nevezzük,
ha

f(ab) = f(a)f(b)

minden (a, b) = 1 számpárra. Ha a f(ab) = f(a)f(b) összefüggés tetszőleges a, b természetes számok
mellett is érvényes, akkor a függvényt teljesen multiplikatív függvénynek nevezzük.

1.3. Definíció (Additív függvény). Az f(n) számelméleti függvényt additívnak nevezzük, ha

f(ab) = f(a) + f(b)

minden (a, b) = 1 számpárra. Ha a f(ab) = f(a) + f(b) összefüggés tetszőleges a, b természetes számok
mellett is érvényes, akkor a függvényt teljesen additív függvénynek nevezzük.

Multiplikatív függvény pl. az Euler-féle φ függvény, additív a logaritmus függvény.

1.4. Definíció (Osztók száma - d(n)). Egy n > 0 egész pozitív osztóinak a számát d(n)-nel jelöljük

1.5. Definíció. Egy n > 0 egész pozitív osztóinak összege σ(n)-nel jelöljük

1.6. Definíció (Möbius-függvény). Legyen n prímtényezos felbontása n = pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r , ahol p1, p2, . . . , pr

különböző prímek és α1 ≥ 1, α2 ≥ 1, . . . , αr ≥ 1. Ekkor µ(n) Möbius-függvényt a következő módon értel-
mezzük:

µ(n) =

 1 ha n = 1
(−1)r ha α1 = · · · = αr = 1
0, ha ∃ p prím, hogy p2|n azaz, ha n nem négyzetmentes

példa:

µ(10) = (−1)2 µ(20) = 0, µ(30) = (−1)3

1.7. Definíció. Az ω(n) az n különböző pozitív prímosztóinak száma. Amennyiben n prímtényezos fel-
bontása n = pα1

1 pα2
2 . . . pαr

r , akkor ω(n) = r, az Ω(n) függvény pedig a prímosztók száma multiplicitással
számolva, vagyis:

Ω(n) = α1 + α2 + · · ·+ αr
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1.8. Definíció (Euler-féle φ–függvény). Tetszőleges n pozitív egész esetén φ(n) az 1, 2, . . . , n számok
közül az n-hez relatív prímek számát jelenti.

1.1. Tétel. A
d(n), σ(n), µ(n), φ(n)

függvények multiplikatív számelméleti függvények.

Nevezetes additív függvények a következők:

1.2. Tétel. Az Ω(n) függvény teljesen additív, az ω(n) függvény pedig additív függvény.

1.3. Tétel. Az Euler-féle φ(n) függvény explicit alakja:

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pr

)
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)

1.4. Tétel. A d(n) függvény explicit alakja

(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αr + 1)

ahol az n szám prímtényezos felbontása

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r

és d(1) = 1

1.5. Tétel. A σ(n) függvény explicit alakja

σ(n) =
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· · · p

αr+1
r − 1

pr − 1

ahol az n szám prímtényezős felbontása

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r

és σ(1) = 1

Multiplikatív függvények összegzési függvénye is multiplikatív.

1.6. Tétel. Legyen f(n) multiplikatív függvény. Ekkor

g(n) =
∑
d|n

f(d)

függvény is multiplikatív.

1.7. Tétel. ∑
d|n

φ(d) = n
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