Linearis algebra jegyzet
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1. Definicidk és Alaptételek

1. Definicié. Az aq,...a, € V vektorok altal generalt altéren az a; vektorok Gsszes linearis kombinaci-
oinak a halmazat értjik, és ezt (ai,as, ..., a,)-nel jeloljik. Azaz:
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1. Példa. A definici6 alapjan pl. az egy vektor altal generalt altér az adott vektor 6sszes skalarszorosaibol
all. A (kozonséges haromdimenziés) térben két nem egy egyenesbe es§ vektor altal generalt altér az
altaluk ,kifeszitett” sik. Az is nyilvanvald, hogy az ay,...a, € V vektorok pontosan akkor alkotnak
generatorrendszert, V-ben, ha (a1,...a,) =V.

1. Tétel. Az U = {ay,...ay) az a; vektorokat tartalmazo legsziikebb altér, azaz
(i) U altér;
(i) a; €U,i=1,...,n;

(iii) ha W altér és a; € W,i=1,...,n, akkor U C W

Megjegyezziik, hogy szokas a generalt altér fogalmat éppen az (i)-(iii) tulajdonsagokkal definialni. Kiilon
kiemeljiik, hogy egy altér generatorrendszere mindig maganak az altérnek az elemeibdl kell, hogy &lljon,
»kiils¢” elemek nem johetnek szoéba.

2. Tétel. 1. Ha egy (legalabb kételemti) linearisan fiiggetlen rendszerbdl egy tetszéleges elemet elha-
gyunk, akkor a maradék vektorok is linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

II. Ha egy linearisan Osszefiiggd rendszerhez egy tetszéleges vektort hozzavesziink, akkor az igy kapott
vektorrendszer is linearisan Osszefiiggd.

III. Egy legalabb kételemt vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan Osszefliggs, ha van benne (leg-
alabb egy) olyan vektor, amely el6all a tobbi vektor linearis kombinécidjaként.

IV. Ha {vy,...,v;} linedrisan fiiggetlen, de az a vektor hozzavételével kapott rendszer linearisan Ossze-
fliggs, akkor a el6all a v; vektorok linearis kombinaciojaként.

V. Tegyiik fel, hogy valamely vektor elall vy, ..., vy vektorok linearis kombinacidjaként. Ez az elGallitas
akkor és csak akkor egyértelmd, ha vy, ..., vy linearisan fliggetlen.

2. Definicié. Béazison linearisan fiiggetlen generatorrendszert értiink.

3. Tétel. Egy ui,uo,...,u, vektorrendszer akkor és csak akkor bézis, ha a vektortér minden eleme
egyértelmten el6all az uy,us, ..., u,, vektorok linearis kombinaciojaként.

2. Példa. T"-ben, illetve T**"-ben bazist alkotnak azok a vektorok, illetve matrixok, amelyeknek egyet-
len eleme 1, a tobbi 0. Természetesen egy vektortérnek altalaban nagyon sok bazisa van. A kozdnséges
haromdimenziés térben barmely hiarom, nem egy sikba esé vektor bazist alkot.

4. Tétel. Egy vektortérben barmely két bazis azonos elemszama.
5. Tétel. Egy V # 0 vektortér barmely (véges) generatorrendszere tartalmaz bazist.

6. Tétel. Ha egy V vektortérnek van (véges) generatorrendszere, akkor barmely linedrisan fliggetlen
rendszer kiegészithets bazissa.

3. Definici6. Egy V vektortér dimenziojan egy bézisanak elemszamat értjiik. Ha a vektortérnek nincs
véges generatorrendszere, akkor a dimenzidja végtelen. Végiil a 0 tér dimenzioja 0.



A V vektortér dimenziojat dim V-vel jeldljiik. ... valamennyi bazisnak ugyanaz az elemszama és igy
a dimenzié nem fiigg a bazis valasztasatol.

Példak: a ,kozonséges haromdimenzios tér” dimenzidja valoban 3, T7-é n, TF"-é kn. A T feletti
polinomok szokésos vektortere végtelen dimenzids, ebben a legfeljebb r-edfokd polinomok 7 + 1-dimenzids
alteret alkotnak.

7. Tétel. Legyen V # 0 vektortér és n pozitiv egész. Ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek:
(i) dimV =mn;
(ii) V-ben talalhato n fliggetlen vektor, de barmely n + 1 vektor sszefiigg;

(iii) V-ben talalhat6 n elemi generatorrendszer, de n — 1 elemi nem.

8. Tétel. Legyen n pozitiv egész és dim V = n. Ekkor V-ben barmely n elemd fiiggetlen rendszer bazist
alkot. Ugyanez all barmely n elemi generdtorrendszerre is.

9. Tétel. 1. Legyen W altér V-ben. Ekkor dim W < dim V.
II. Ha V véges dimenziés, W altér V-ben és dimW = dim V', akkor W = V.

10. Tétel. Az ay,...,a, vektorok éltal generélt (a4, ...,a,) altér dimenzidja az aq, . . . , a,, vektorrendszer
rangja.

11. Tétel. Egy lineéris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6é meg, ha az egyiitthatématrix rangja
megegyezik a kibévitett méatrix rangjaval.

2. Koordinatak

4. Definicié. Legyen by,...,b, egy rogzitett béazis a V vektortérben. Ekkor minden v € V vektor
egyértelmten irhato fel v = a1b; + - - - + ay, b, alakban. Az a; skalarokat a v vektornak a by, ..., b, bazis
szerinti koordinatdinak nevezziik.

Megjegyzés. Ha a kozonséges haromdimenzids térben a szokisos merdleges egységvektorok alkotta ba-
zist vessziik, akkor a koordinaték éppen a szokasos koordinatak lesznek... [stb. az izomorfizmusig|
3. Bazis-e a megadott vektorrendszer?

3.1. Feladat. Dontse el, hogy az V = {(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5)} halmaz bazist alkot-e R3-ban!

Megoldds. Egy n elemi vektorrendszer R™-ben akkor bézis, ha a beléliik alkotott matrix determinansa
nem nulla. Vizsgaljuk meg a fenti vektorokbol all6 métrixot;:

A:

W N =

1
2
4

gt N =

Lathato, hogy a masodik sor az elsd sor kétszerese (so = 2s1). Ha egy matrix sorai linearisan sszefliggdek,
akkor a determinénsa 0:
det(A) =0

Mivel a vektorok linedrisan dsszefiiggéek, nem alkothatnak bézist R3-ban. Geometriailag a harom vektor
egy kozos sikba esik. O
3.2. Feladat. Déntse el, hogy a B = {(1,2,3),(0,1,0),(3,2,1)} halmaz bazist alkot-e R3-ban!
Megoldas. Alakitsunk matrixot a vektorokbol és szamitsuk ki a determindnsat a mésodik sor szerinti
kifejtéssel:

1 2 3 1 3

det [0 1 0] =1-(=1)2"2.det =1-(1-9)=-8
3 2 1 31

Mivel a determinéns nem nulla (det # 0), a vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Mivel a rendszer elem-
szdma megegyezik a tér dimenzi6javal (dim(R?) = 3), a halmaz bazist alkot. O



3.3. Feladat. Déntse el, hogy a C = {(1,1,1),(1,2,4),(1,3,9)} halmaz bazist alkot-e R3-ban!

Megoldds. A vektorokbol alkotott matrix egy speciilis, igynevezett Vandermonde-matrix:
1 1 1
V=|1 2 3
1 4 9
A determinans kiszamitasahoz végezziink sormitveleteket:

1 1
det(V)=det [0 1 =1-(8-6)=2
0 3

0 N =

Mivel det(V) = 2 # 0, a vektorrendszer lineérisan fiiggetlen, igy bazist alkot. Altalanosan egy n x n-es
Vandermonde-matrix determinansa [[,; <, (z; —;), ami jelen esetben (2—1)(3—1)(3—-2) =1-2-1=
2. - O

3.4. Feladat. Dontse el, hogy a D = {(1,2,3), (4,5,6),(7,8,9)} halmaz bazist alkot-e R3-ban!
Megoldds. Vizsgaljuk meg a vektorok linearis fiiggetlenségét! Vegytiik észre, hogy:

vo—vy=(3,3,3) és vs—va=(3,3,3)
Ebbdl kivetkezik, hogy vy = 2vs — vy, tehdt a harmadik vektor linedrisan kifejezhets az elsé kettd

segitségével.
Alternativ megoldéas determinanssal:

1 2 3 1 2 3
det [4 5 6] 222" det [3 3 3| =0
7 89 3 3 3
Mivel a determinéns 0, a vektorrendszer linedrisan Osszefiiggs, igy nem alkot bazist R3-ban. O

4. Mik (1;0;0) koordinatai az el6zé bazisokban?

Az e; = (1,0,0)T vektor koordinatait keressiik az x = (x1,22,23)T oszlopvektorként, melyre Ax = e,
ahol A a béazisvektorokbdl allé matrix.

4.1. Megoldas a (b) bazisra

A bévitett matrix alakja és a sormtveletek:

1 0 3|1 ] S.-287 | 1 0 3 |1
2 1 2]0 | 23510 1 —4| -2
30 1|0 00 —-8|-3

A kapott lépcsGs alakbol a visszahelyettesités:

1. 8x3=-3 = x3=3
2. x2—4(%):—2 = $2—%=—2 - LCQZ—%
3. +3(2)=1= s =1-9=—4

Tehst [e1]p = (—5,—35.3)7.



4.2. Megoldas a (c) bazisra

A bévitett matrix sormitiveletei:

11 117 se-s0 [1 1 1] 1 11 1] 1
1 2 30| 225 10 1 2| -1 | 23% 101 2|1
1 4 9]0 0 3 8| -1 00 2| 2

A visszahelyettesités 1épései:
1. 203 =2 — x3=1
2. 2942(1)=-1 = a9 =-3
3.1+ (-3)+1=1 = 21=3
Tehat [e1]c = (3,-3,1)7.

5. Feladat kidolgozasa - Elemi bazistranszforméacio

Hatéarozzuk meg az R* vektortér V alterének dimenzi6jat, valamint adjunk meg benne bazist.
(a) V={(1,-1,1,2),(1,2,1,2),(-1,0,1,-2),(1,3,5,2))

Béazis | vi wva v3 vy
e1 1 1 -1 1
€9 -1 2 0 3
es3 1 1 1 5
e |2 2 2 2
e1 o o0 -2 -4
€2 o 3 1 8
V1 1 1 1 5
€4 o 0 -4 -8
Szamitasi részletek a téglalap-szabalyhoz (ancw = a — ;:%‘;L):
e; sordban vy értéke: 1 — % =—4
eg sordban vy értéke: 3 — # =6 (ha a generalo elem feletti -1-gyel szamolunk az eredeti tablazatbol).
Végs6 tablazat (atrendezve):
Bazis (%} V2 U3 V4
(%} 1 0 0 1
V2 0 1 0 2
V3 0 0 1 2
N 0O 0 0 O

Eredmény: A dimenzi6 r = 3, bazis {vy,ve,v3}.



