Lineéaris algebra feladatsor: Vektorrendszerek

Matematikai 6sszefoglalo

2026. februar

1. Elméleti alapfogalmak

1. Definicié (Generatorrendszer). Egy vektorrendszert generatorrendszernek neve-
ziink R"-ben, ha a tér minden vektora elGallithaté a rendszer elemeinek lineéris kom-
binacidjaként. Példa: A {(1,—1),(4,5),(1,0)} rendszer generatorrendszer R%:-ben, mert
tetszéleges (a, b) vektor el6all az alabbi modon:

(=b)-(1,-1)4+0-(4,5) + (a+1b) - (1,0) = (a,b)

2. Definicié (Bazis). Egy vektorrendszer bazis R"-ben, ha linearisan fiiggetlen és ge-
nerdtorrendszer. Ez azt jelenti, hogy a tér minden vektora pontosan egyféleképpen
allithato el6 a bazisvektorok linearis kombinacidjaként.

1.1. Generatorrendszerség
Egy vektorrendszerre igaz, hogy:
e Ha az elemszama kisebb a dimenziészamanal (k < n), akkor nem generatorrendszer.

e Ha két dimenzidoban (n = 2) tartalmaz két nem aranyos vektort, akkor generator-
rendszer.

e Ha az elemszama megegyezik a dimenzioszamaval (k = n) és linearisan fiiggs, akkor
nem generatorrendszer.

1. Megjegyzés. Ha az elemi szabalyok nem dontenek, itt is eliminéciés eljarast kell
alkalmazni.

2. Feladatok

1. Feladat. A rang meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy az alabbi vektorrendszerek
linearisan fiiggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az adott vektortérben!

Megoldds. Az elméleti Osszefoglald szabalyait alkalmazva:



(a) (1, 2,-3), V=R?
Fiiggetlenség: Fiiggetlen, mert csak egyetlen nem-nulla vektorbdl all.
Generatorrendszer: Nem, mert az elemszama (k = 1) kisebb, mint a dimenzi6
(n = 3).

Bazis: Nem (mivel nem generatorrendszer).

(b) (1, -1, 1), (0,0, 0), V=R3
Fiiggetlenség: Fiiggd, mert tartalmazza a nullvektort.
Generatorrendszer: Nem, mert az elemszama (k = 2) kisebb, mint a dimenzi6
(n =3).
Bazis: Nem.

(¢) (2, 4,-2),(3,6,-3), V=R°
Fiiggetlenség: Fiiggd, mert a két vektor aranyos:
Generatorrendszer: Nem, mert az elemszama (k
Bazis: Nem.
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-(2,4,-2) = (3,6,-3).
2<n=3).
(d) (1,1,2),(1,1,3), V=NR3
Fiiggetlenség: Fiiggetlen, mert két vektorbol all, egyik sem nullvektor, és nem
aranyosak (a harmadik koordinata aranya 2/3, de az els6 kettéé 1/1).

Generatorrendszer: Nem, mert az elemszama (k =2 < n = 3).
Bazis: Nem.

(e) (17 2)? (1a 3)a V =R?
Fiiggetlenség: Fiiggetlen, mert két nem nullvektor, és nem aranyosak.
Generatorrendszer: Igen, mert n = 2 dimenziéban tartalmaz két fiiggetlen vek-
tort.
Bazis: Igen, mert fiiggetlen generatorrendszer (vagy: fiiggetlen és az elemszama
megegyezik a dimenzioval).

O

Az alabbi tédblazat Osszefoglalja a vizsgalt vektorrendszerek tulajdonsagait:

Vektorrendszer Lin. fiiggetlen Generatorrendszer Bazis

a
b

1, 2,-3) igen nem nem

~—

1, -1, 1), (0, 0, 0) nem nem nem
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c) (2, 4,-2), (3, 6, -3) nem nem nem
d) (1, 1, 2), (1, 1, 3) igen nem nem
e) (1, 2), (1, 3) igen igen igen

1. tablazat. A feladatok eredményeinek Osszefoglalasa

2. Megjegyzés. Megfigyelhetd, hogy egy vektorrendszer csak akkor bazis, ha egyszerre
linearisan fiiggetlen és generatorrendszer. Az (a)—(d) esetekben a vektorok szama kevesebb
volt, mint a tér dimenzidja, ezért ott a generatorrendszerség eleve nem teljesiilhetett.



3. Feladatleiras

Hatérozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat (r), és dontsiik el, hogy linearisan
fiiggetlenek, generdtorrendszerek, illetve bazisok-e az R* vektortérben (n = 4).

~8,3,1,-2),v3 = (2,6,2,11), vy = (—=2,3,1,1)

(a) vy = (1,—-1,1,2),v9 = (1,2,1,2),v3 = (—1,0,1,-2), vy = (1,3, 5,2)

(b) v1 =(1,-1,2,—1),v3 = (2,2,1,0),v3 = (3,1,3,—1),v4 = (1,7,—4,3)

(c) v =(1,-1,2,1),v3 = (1,0,1,2),v3 = (—1,2,-3,1)

(d) v1 =(1,-1,2,1),v3 = (1,0,1,2),v3 = (—1,2,-3,0)

(e) v =(1,1,-1,2),v = (1,1,0,1),v3 = (1,2, —1,2),v4 = (1,0,1,0),v5 = (1,2, 3,4)

(f) v1=(1,1,-1,2),v0 = (1,1,0,1),v3 = (—1,2,1,1),v4 = (0,3, —1,4),v5 = (1,4,0,4)
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h 5,—2,—8,4),vs = (3,1,1,-2),v3 = (6,1, -1, —4), vy = (3,3,7,1)

4. Megoldasok

Megoldds. A vektorokat sorvektorként matrixba rendezziik és elemi sormiiveletekkel 1ép-
csGs alakra hozzuk.

(a) feladat

Az eliminéciét két 1épcesében végezziik, hogy a méatrixok elférjenek a lapon:

1 =11 2\ ss /1 -1 1 2
1 2 1 2| 8% (o 3 00
1 0 1 -2 "o =1 2 0
1 3 5 2 0 4 40

Most felcseréljiik a masodik és harmadik sort, majd elvégezziik az utols6 simitasokat:

-1 12y (1112 1 -1 1 2
o [0 =1 2 0] 2542 [0 =1 2 0 si2ss |0 =1 2 0
"lo 3 00 0 0 6 0 1o 0o 6 o0
0 4 4 0 0 0 12 0 0 0 00
A nem-nulla sorok szama 3, tehat Rang: 3.
(b) feladat
1 -1 2 —1\ s-25 /1 -1 2 -1 1 -1 2 -1
9 2 1 0| % lo 4 =3 2| &3% o 4 —3 2
3 1 3 -1 lo 4 -3 2 lo o 0 o0
1 7 -4 3 0 8 —6 4 00 0 0

A nem-nulla sorok szama 2, tehat Rang: 2.
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(c) feladat

1 -1 2 1\ s%s (1 -1 2 1 1 -1 2 1
1 0 1 2250 1 —1 1] 20 1 -1 1
1 2 -3 1 0 1 —1 2 00 0 1

A nem-nulla sorok szama 3, tehat Rang: 3.

(d) feladat

1 -1 2 1\ s-s /1 -1 2 1 1 -1 2 1
1 0 1 25y lo 1 —1 1220 1 -1 1
-1 2 -3 0 0 1 —1 1 0 0 0 0

A nem-nulla sorok szama 2, tehat Rang: 2.

(e) feladat

Mivel 5 vektor van R%-ben, a rendszer biztosan linearisan fiigg6 (k > n).

11 -1 2 11 -1 2
1 1 0 1 . sz s 1» P lk 0 1 0 0
1 2 -1 92 eliminacio o épcsds ala 00 1 1
10 1 O 00 O 6
1 2 4 00 O 0
Rang: 4.
(f) feladat
1 1 -1 2 11 -1 2 11 -1 2
Sy—S1
1 1 0 1] s3+4s¢ J]O O 1 -1 03 0 3
12 1 1| 2% los 0o 3|22 lg0 1 —1|—
0 3 -1 4 0 3 -1 4 00 -1 1
1 4 0 4 0 3 1 2 00 1 -1

Az utolsé harom sor arényos, ketts kiesik. Rang: 3.

(g) feladat

A vektorrendszer: (—1,3,1,2),(-8,3,1,—-2),(2,6,2,11),(-2,3,1,1).
Els6 1épésben kinullazzuk az elsé oszlopot:
-1 3 1 2 So—85; [(—1 3 1 2
—8 3 1 —2| 533 [0 —21 -7 —18
2 6 2 11 0 12 4 15
-2 3 1 1 0o -3 -1 -3

A szamolas megkonnyitéséhez felcseréljiik a masodik és a negyedik sort, majd folytatjuk
az eliminaciot:

-1 3 1 2 -1 3 1 2

0 -3 -1 =3 |%5%% [0 —3 -1 -3
0 12 4 15 0O 0 0 3
0 0 0 0 3



Végiil az utols6 sorbol kivonjuk a harmadikat:

-1 3 1 2
Si—Ss 0O -3 -1 -3
o 0 0 3
O 0 0 o0

A nem-nulla sorok szama 3, tehat Rang: 3. Mivel r < k és r < n, a rendszer linearisan
fiigg6 és nem generatorrendszer.

(h) feladat

A vektorrendszer: (5,—2,-8,4),(3,1,1,—-2),(6,1,—1,—4),(3,3,7,1).
A szamolast a mésodik vektorral kezdjiik a konnyebb oszthatdsag miatt:

301 1 =2\ &gs /31 1 =2
5 -2 =8 4| S-s |0 -4 -2 =
6 1 -1 —4 "o -1 =3 0
3.3 7 1 0 2 6 3

A tortek kikiiszobolése és a masodik oszlop eliminalasa utan:

31 1 -2 31 1 -9
vendezes, | 0 —1 —3 0 | @598 (o -1 =3 0
0 11 29 —22 0 0 —4 —22
0 2 6 3 00 0 3

Mivel négy nem-nulla sort kaptunk, a Rang: 4. A vektorrendszer tehét linearisan fiig-
getlen, generatorrendszer, igy bézis R%-ben.
O

5. Osszefoglalo tablazat

A rangvizsgalatok és a részletes Gauss-eliminaciok alapjan az aldbbi Osszesitett ered-
ményeket kaptuk. Fontos megjegyezni, hogy R*-ben egy vektorrendszer pontosan akkor
bazis, ha a rangja r = 4 és a vektorok szama is k = 4.

3. Megjegyzés. A (h) feladat esetében a részletes eliminacié megmutatta, hogy bar
az egyiitthatok bonyolultak, a negyedik oszlopban maradé elem megakadalyozza a sorok
kiesését, igy a rendszer teljes rangu. Ezzel szemben az (a) és (g) feladatoknal a latszolagos
fiiggetlenség ellenére egy-egy sor nullava valt az eljaras végeén.

6. Elemi bazistranszformaci6 (EBT) alkalmazasa

Az EBT soran a célunk az, hogy a standard bézisvektorokat (ej,es, es, e4) kicseréljiik a
megadott vektorrendszer elemeire (vy, vg, v3,Vy).



Feladat Vektorok (k) Rang (r) Lin. fiiggetlen Gen. r. Bazis

(a) 4 3 nem nem nem
(b) 4 2 nem nem nem
(c) 3 3 igen nem nem
(d) 3 2 nem nem nem
(e) 5 4 nem igen nem
(f) 5 3 nem nem nem
(g) 4 3 nem nem nem
(h) 4 4 igen igen igen

2. tablazat. A vektorrendszerek tulajdonsigainak dsszefoglalasa R*-ben

Bazis V1 Vg Vg U4
el 1 1 -1 1
€2 -1 2 0 3
es |1 1 1 5
s |2 2 2 2

(a) feladat részletes levezetése

1. 1épés: Induld tablazat. A bazisban a standard egységvektorok szerepelnek. Kiva-
lasztjuk generalé elemnek v elsé koordinatajat (1), amit *-gal jeloliink.

2. lépés: v; bevitele a bazisba e; helyére. A general6 elem sorat osztjuk 1-gyel,
az oszlopaban a tobbi elem 0 lesz. A t6bbi elemet a téglalap-szabély (ane. = a — ngfL)
segitségével szamoljuk ki. Generdld elemnek a vy oszlopaban lévé 3-at valasztjuk.

Bazis | v1 w9 w3 w4
U1 1 1 -1 1
€ 0 3* -1 4
es 0O 0 2 4
4 0O 0 0 0

3. lépés: v, bevitele a bazisba e, helyére. Latjuk, hogy az utols6 sor (e4) méar
most kinullazédott a v vektorok alatt. Folytatjuk a bevitelt vs-mal a harmadik sorban
1év6 2-est valasztva.

Bézis | v1 vy vs Uy
V1 1 0 -2/3 -1/3
Vg 0 1 -1/3 4/3
es o 0 2*f 4
e4 0 0 0 0

4. 1épés: v; bevitele a bazisba e3 helyére.

Kovetkeztetés: A bazisba csak 3 vektort tudtunk bevinni (v, va,v3). A vy oszlopa
az utols6 tablazatban megmutatja, hogy vs hogyan all el§ a bazisba vitt vektorok linearis
kombinaci6jaként:

wu=1v1+2-v9+2-v3



Bazis | v1 vy w3 wa
U1 1 0 0 1
(%) 0 1 0 2
(%] 0 0 1 2
ey 0O 0 0 0

Eredmény: A rang r = 3, a rendszer linearisan fiiggd.



