Linearis Algebra Osszefoglald
Vektorterek, Alterek és Linearis Fiiggetlenség

1. Vektortér és Altér

1.1. Definicié (Vektortér). Legyen K egy test. A V halmazt a K feletti vektortérnek
nevezzik, ha zart az 6sszeadasra és a skalarral valo szorzasra, valamint teljesiilnek ra a
vektortér-axiomak (asszociativitds, kommutativitds, disztributivitas, zéruselem és ellentett
létezése).

1.2. Definicié (Altér). A V vektortér U C V nemiires részhalmazat altérnek nevezzik,
ha U maga is vektortér a V-beli miiveletekre nézve.

1.1. Tétel (Altér kritérium). U C V' akkor és csak akkor altér, ha:

1. 0eU.
2. u,wel = u+vel.

3 AeKuelU = luel.

2. Linearis fiiggetlenség és Osszefiiggoség

2.1. Definicié. A {vq,...,v;} vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a A\jv; + -+ +
Arvr = 0 egyenletnek csak a trividlis (Ay = -+ = Ay = 0) megoldasa létezik. Ha létezik
nemtrivialis megoldas, a rendszer linearisan Gsszefiiggo.

2.1. Példak vizsgalata

2.1. Példa (Linedris osszefiiggdség). Tekintsiik az alabbi vektorokat R3-ben:

1 2 1
Uy = 2 3 U9 = 1 5 Us = 1
1 2 1
3
Vegyiik észre, hogy uy + us = |3| = 3 - uz. Mivel uy + us — 3uz = 0 nemtrividlis linearis
3

kombinaciét ad, a rendszer linearisan osszefiiggo.

2.2. Példa (Lineéris fiiggetlenség vizsgalata Gauss-kikiiszoboléssel). Vizsgaljuk meg az
uy, ug €s az alabbi uy vektor fliggetlenségét:

1 2 2
Uy = 2, U9 = 1, Uqg = 1
1 2 1

1



[rjuk fel a vektorokat egy méatrix oszlopaiva, és hozzuk 1épcs6s alakra:

1 2 2 1 2 2
2 1 1 w} 0 —3 —3
1 2 1 0O 0 -1

Kovetkeztetés: A Gauss-kikiiszoboléssel kapott felsé6 haromszogmatrixban nincs csupa
nulla sor, a "lépcsok" szama megegyezik a vektorok szamaéaval. Ebbol addodik, hogy a
homogén egyenletrendszernek csak a trividlis megoldédsa van (azaz CSAK A\; = Ay = Ay =0
lehetséges), igy a vektorok valéban fiiggetlenek.

2.1. Megjegyzés. Geometriailag a lineéris fiiggetlenség azt jelenti R®-ben, hogy a hirom
vektor nem esik egy sikba, igy kifeszitik a teljes teret.

3. Generatorrendszer és Kifeszitett altér

3.1. Definicié (Lineéris kombinacid). A vy, v, ..., v, € V vektorok Ay, Ao, ..., Ay € K
skalarokkal vett dsszege a 3¢, \;v; vektor, amit a rendszer linearis kombinéciéjanak
nevezink.

3.2. Definicié (Generdtorrendszer). A G C V vektorrendszert a V' vektortér generator-
rendszerének nevezziik, ha V' minden eleme eléall G-beli vektorok linearis kombinaci6ja-

ként. Jelolése: V = span(G) vagy V = [G].

4. A Bazis fogalma

A bazis a "legtakarékosabb" generatorrendszer, illetve a "legnagyobb" fiiggetlen rendszer.

4.1. Definici6é (Béazis). A B = {ej,ea,...,e,} vektorrendszert a V' vektortér bazisdnak
nevezzik, ha:

1. B lineérisan fiiggetlen,

2. B generatorrendszer V-ben.

4.1. Tétel. Ha B bdzis V-ben, akkor V. minden vektora egyértelmdien irhato fel B
elemeinek linedaris kombindciojaként. Ezen linedaris kombindcio egyiitthatoit nevezzik a
vektor bazisra vonatkozo koordindtdinak.

5. Dimenzid

5.1. Tétel. Egy vektortérben minden bdzis ugyanannyi elemet tartalmaz.

5.1. Definicié (Dimenzid). A V vektortér dimenzidja a bazisdban 1év6 vektorok szama.
Jelolése: dim (V).

5.1. Példa. < dim(R") = n (Standard bézis: ey, ..., e,).
o dim(P,[z]) =n+1 (Bazis: {1,z,2%,...,2"}).
o dim(C) mint R feletti vektortér = 2 (Bazis: {1,4}).
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6. Osszefiiggés a ranggal

6.1. Definicié (Vektorrendszer rangja). Egy vektorrendszer rangja az altala kifeszitett
altér dimenzidja, ami megegyezik a rendszerbdl kivalaszthaté linearisan fiiggetlen vektorok
maximalis szamaval.

6.1. Megjegyzés. A Gauss-eliminaci6 soran a lépcsos alakban kapott nem-nulla sorok
szama pontosan a vektorrendszer rangjat adja meg.



