Koordinatarendszerek és Bazisok

Egy koordinatarendszer azt teszi lehetévé, hogy altalanos vektorok (pontok,
polinomok) helyett oszlopvektorokkal szamoljunk. A félév egyik {6 célja az,
hogy megtanuljuk, hogyan vélaszthat6 egy-egy feladathoz alkalmas koordi-
natarendszer.

A koordinatarendszer tengelyeit egy-egy vektorral adjuk meg, legyenek
ezek by, ..., b,. (Egyel6re sem a tavolsag, sem a szog fogalmat nem értelmez-
ziik.) Azt szeretnénk, hogy minden v vektor egyértelmtien felirhato legyen
Aby + - - - + \,b, alakban alkalmas skalarok segitségével.

Az ilyen b = (by,...,b,) vektorrendszereket bazisnak nevezziik. Ekkor
A1
[W]p = | :
An
a v koordinatavektora a b bazisban (helysporolés végett [, ..., \,|T alakban
irhatjuk).

A bazisvektorok sorrendje fontos: ha cserélgetjiik 6ket, akkor a koordina-
tak is cserélddnek.

Az egyértelmiség akkor teljesiil, ha bq,...,b, fiiggetlen, a felirhatosag
pedig akkor, ha generdlja az egész vektorteret, azaz generatorrendszer. Sok
bézis van, de ezek mind ugyanannyi vektorbdél allnak, ez a vektortér dimen-
zivja. Fontos, hogy a dimenzidt intuitiven le tudjuk olvasni, miel6tt béazist
kezdenének keresni. Ebben segitenek a kovetkezd példak.

Ha egy autopalyan haladunk, és valaki telefonon megkérdezi, hogy hol
jarunk, akkor elég annyit mondani neki, hogy az M7-esen a 90-es kilomé-
terkénél. Ha egy hegységben bolyongunk, akkor mar két szamot kell meg-
telefonalni: a GPS-koordinatakat. Ha pedig helikopteren iiliink, akkor még
a magassagot is. Vagyis az autopalydn egy szam jeloli ki a helyzetiinket,
a fold felszinén két szam, a térben pedig harom szam. Ezért az autopalya
egydimenzids, a felszin pedig kétdimenzi6s. Vagyis ha a partneriink is ismeri
a vektorteret, amiben dolgozunk, akkor a dimenzié azt jelenti, hogy hany
szamot kell megtelefonalni neki, hogy ki tudja talalni azt a konkrét vektort,
amire gondolunk. Fontos hangstlyozni, hogy ez csak intuici6, ha biztosak
akarunk lenni a dimenzi6 értékében, akkor bazist kell keresni.

0. Feladat
Adjuk meg a v vektor koordinatasorat a megadott bazisban.

(a) v = (0,0,0), bazis: (3,—2,1),(=2,5,7),(2,1,2);
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1,—1,2), bazis: (1,2,3),(=1,1,-2),(0,2,1);
2,1,—1), bazis: (—4,-2,2),(1,2,4),(—1,3,9);

) v=(
) v=(
d) v=(1,-1,1), bazis: (1,~1,3), (2, —1,4), (3, —1,4);
) v=(
) v=(

1. Feladat

Hany dimenzios a legfeljebb mésodfoku, valés egyiitthatos polinomok vek-
tortere R f6l6tt7
Az f(x) = ap + a1 + asz? polinom esetében harom szamot érdemes ,megte-

lefonalni”: az egyiitthatokat. Ezért a dimenzi6é varhatéan 3 lesz. Bézist tgy
kereshetiink, hogy a polinomot olyan linearis kombinéaciéra bontjuk, ahol az
egyitthatok a megtelefondland6 szamok. Az f polinom mér eleve igy van
felirva, ezért varhatoan 1,z, 22 lesz bézis. Ez tényleg bazis, hiszen minden
legfeljebb méasodfoki polinom egyértelmten irhato ezek linearis kombinacio-
jaként.

2. Feladat

Hany dimenzios R**? az R f6lott? A matrix négy elemét érdemes megtele-
fonalni. Ha bazist keresiink, akkor egy altalanos métrixot kell olyan linearis
kombinéciora bontani, ahol az egyiitthatok a matrix elemei:

ab—10+b01+00+d00
cd ~"0 o0 0 0] 10 0 1]
Ez a négy matrix kénnyen lathatoan bazist alkot, a dimenzio 4.

3. feladat

Hany dimenzios alteret alkotnak R%**? szimmetrikus matrixai?

e e R R o
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4. Feladat

Hany dimenzios a komplex szamok vektortere R f6l6tt? A "folott" szo arra
utal, hogy valés szamokat telefonalhatunk, a c+di esetében a ¢ és d szamokat
érdemes. Nyilvan 1 és ¢ béazist alkot, a dimenzi6 2.

Olyan tételeket ismételiink at, amelyek lerdvidithetik annak ellendrzését,
hogy egy vektorrendszer bazis-e. Kiilénosen az lehet szamolds, hogy generé-
torrendszerrél van-e szo.

1. Egy n-dimenziés vektortérben minden n elemf fiiggetlen rendszer bézis.
2. Egy n-dimenzios vektortérben minden n elemt generatorrendszer bazis.

3. Egy n-dimenziés vektortér minden valodi altere legfeljebb (n — 1)-
dimenzids.

4. Ha egy vektortérben van k fiiggetlen vektor, akkor a dimenzi6 legalabb
k.

5. Ha egy vektortér generalhaté k vektorral, akkor a dimenzio legfeljebb
k.

5. Feladat

Hany dimenzios alteret alkotnak R f6l6tt azok a legfeljebb harmadfoki, valés
egyiitthatos polinomok, melyeknek gydke az 17

Az f(x) = ag + a1x + apx? + azx® polinom négy egyiitthatoja koziil most
nem kell mind a négyet megtelefonalni, hiszen a partneriink is tudja, hogy
f(1) = ag+ai +as+as értéke nulla, ezért ha harom egyiitthatot ismer, akkor
a negyediket ki tudja szamolni. Ezért azt tippelhetjiik, hogy a dimenzi6 3.
Tehét harom polinomot kell keresni, amik bazist alkotnak, mindegyiket ebbdl
az altérbdl, azaz gyokiik kell, hogy legyen az 1.

Az 1/4. feladat szerint kiilonb6z6 fokt polinomok rendszere fiiggetlen.
Ezért példaul o — 1, z(x — 1), 2?(x — 1) fiiggetlenek. Két megoldast is adunk
arra, hogy bazist alkotnak.

Az f polinom (z — 1)(bz* + cx + d) alakban irhato, hiszen a gyoktényezs
kiemelhetd, és ezért © — 1, z(z — 1), 2%(xz — 1) egy linearis kombinacidja.
Ezért ez a hdrom polinom generatorrendszert alkot. Ez a megoldas csak erre
a konkrét bazisra miikodik.



A maésodik megoldasban észrevessziik, hogy a vektorteriink dimenzi6ja
legalabb 3, hiszen van harom fiiggetlen vektor. Tovabba valodi altere a leg-
feljebb harmadfoki polinomok négydimenzios vektorterének, hiszen példaul
az x polinom nincs benne. Ezért dimenzidja kisebb, mint 4. Igy csak 3 lehet.
De akkor a kivalasztott haromelemi fiiggetlen rendszer bézis. (Menet kézben
intenziven hasznaltuk a fenti 6t tételt.)

Ha mar tudjuk, hogy a dimenzi6 3, akkor barmely harom fiiggetlen po-
linom bazist alkot. Példaul z — 1, (z — 1)?, (z — 1) is béazis. Erdemes
bebizonyitani ezzel a technikdval, hogy minden polinom felirhaté (x — 1)
polinomjaként is (vo. iteralt Horner, Taylor-polinom).

6. Feladat
Melyik bazis R3-ben?

Mik az (1,0,0) koordinatai?

A fenti (1) tétel miatt elég a fliggetlenséget ellendrizni, amit példaul gy
tehetiink meg, hogy a vektorokat egy méatrix oszlopaiba irjuk, és megnézziik,
hogy ennek determinansa nulla-e.

Az (a) eset azért érdekes, mert semelyik két vektor sem Osszefiiggs, de
lesz két sor, ami egymaés skalarszorosa.

A (b) determinénst fejtsiik ki aszerint az oszlop szerint, amelyben két
nulla is van.

A (c) esetben Vandermonde-determinansrol van szo.

Az (1,0,0) koordinatait linearis egyenletrendszer megoldasaval kapjuk az
adott bazisban.



Linearis leképezések

Linearis leképezéseknek (vagy vektortérhomomorfizmusoknak) a vektorterek
miivelettartd leképezéseit nevezziik. Fontos specialis eset az izomorfizmus,
amikor a leképezés kolcsonosen egyértelmt, ekkor a két vektortér ,tulajdon-
képpen ugyanaz”’. A vektorterek ,szép” szerkezetét mutatja, hogy a vektorte-
ret mar a dimenzidja egyértelmiien meghatéarozza, azaz (rogzitett test felett)
barmely két egyezd dimenzioju vektortér izomorf.

Latni fogjuk, hogy a linearis leképezések — a kozottiik bevezetett miivele-
teket is beleértve — szoros kapcsolatban allnak a matrixokkal. A leképezések
métrixokkal torténd jellemzése mind elméleti, mind pedig gyakorlati szem-
pontbol rendkiviil jelentss.

Definicié. Legyenek V) és V5 ugyanazon T kommutativ test feletti vek-
torterek. A V3-r6l Vao-be haté A fliggvényt (homogén) linearis leképezésnek
nevezziik, ha mivelettarto, azaz:

(i) minden u,v € Vi-re A(u +v) = Au+ Av,
(ii) minden u € Vi-re és A € T-re A(Au) = A(Au).

A linearis leképezés tehat a V) vektortér minden eleméhez egyértelmtien
hozzarendel egy Vs-beli vektort. Az nyugodtan el6fordulhat, hogy tobb V-
beli elemhez is ugyanazt a Vs-beli vektort rendeljiik hozza, azaz egy Vs-beli
vektornak lehet tobb Gsképe is Vi-ben. Masfel6l, az sem biztos, hogy minden
Vo-beli vektor fellép a képek kozott, azaz lehet, hogy valamely Vs-beli vek-
tornak egyéltalan nincs Gsképe Vi-ben.

Az (i)-ben szerepl§ + jelek nem ugyanazt a miveletet jelolik: a bal olda-
lon a Vi-beli, a jobb oldalon pedig a V5-beli 6sszeadasrél van sz6. Hasonlo a
helyzet (ii)-ben a skalarral valo szorzéssal.

A linearis leképezéseket irott nagybetiivel fogjuk jelolni. Az elnevezésben
a ,homogén” jelz6t altalaban elhagyjuk. Maga a fogalom az algebrai struk-
tardk homomorfizmusanak specidlis esete.

A linearis leképezés az Gsszegtartashol és a skalarszorostartasbol kovetke-
z6en a nullelemet, az ellentettet és a linearis kombinaciot is ,tartja™

Tétel.

I. A0, = 0,, ahol a 0, a V; vektortér nulleleme.



II. A(—u) = —(Au).
Bizonyitas: Hazi Feladat (3 pont)
Minden linearis leképezés két fontos halmazt indukal; a képelemek Gsszes-

ségét (Vo-ben), ez a képtér, valamint a 0,-ra képz6ds (Vi-beli) elemek hal-
mazat, ez a magtér:

Definici6é. Legyen A linearis leképezés Vi-r6l Vo-be. Az A leképezés
képtere a képelemek halmaza, ezt Im A-val jel6ljiik. Tehéat

ImA={ye Vs |z e Vi, Az =y} ={Az |z € 1}

Definici6é. Legyen A linearis leképezés Vi-r6l Vo-be. Az A leképezés
magtere a V5 nullvektorara képz6ds elemek halmaza, ezt Ker A-val jeloljiik.
Tehat

Ker A={zx eV, | Az =0,}.

Im A igy Vo-nek, Ker A pedig Vi-nek részhalmaza. Mint az elnevezés jel-
zi, ennél t6bb is igaz:

Tétel. Im A altér Vs-ben, Ker A altér Vi-ben.

Példak linearis leképezésre P1. Legyen V; =V, a sikvektorok szokéa-
sos vektortere (T' = R). Ekkor linearis leképezés pl.:

a) az origo koriil tetszéleges szoggel torténd elforgatas;

b) az origobol torténs kézéppontos nagyitas;

¢) az origon atmend barmely egyenesre valo tiikrozés.
Az a), b) és ¢) példanal Ker A =0, Im A = V4.

P2. Tetsz6leges Vi és V, esetén feleltessiik meg V) minden elemének a
V5 nullelemét. Ezt a linearis leképezést a nulla leképezésnek nevezziik és
0-val jeloljik. Magtere a teljes V7, képtere a Vao-beli 0,.

P3. Ha V =V} = V5, akkor feleltessiik meg minden elemnek 6nmagat.
Ezt a linearis leképezést az identikus leképezésnek nevezziik és e-nal je-
16ljiik. Magtere a 0, képtere a teljes V.



Definici6. Azokat a lineéris leképezéseket, amelyeknél V =V, = V5, a
V vektortér linearis transzformacidinak nevezziik.

Linearis transzformacio esetén is elGfordulhat, hogy a képtér nem a teljes
V', tovabba tobb vektornak is lehet ugyanaz a képe. A P1 és P3 példak tehat
lineéris transzforméaciok.

Miért nem linearisak az alabbi leképezések?
(a) V =R az R felett, W = C a C felett, A az 1+ i szdmmal valé szorzas.

(b)y V.= W = C az R felett, A a négyzetre emelés; az abszolut érték
képzése.

(e) V=W asik R felett, A egy eltolas; az (1, 1) pontra tiikrozés.

Az (a) nem ugyanazon test folotti vektorterek kozott megy. A (b)-nél
(1+1)%# 12+ 1%, illetve |1+ (=1)| # 1] +| — 1].



