Linearis és absztrakt algebra 5. gyakorlat

Linearis transzformaciok

2026. marcius 9.

Leképezések matrixa

A métrix és a leképezés ugyanannak az éremnek a két oldala, ahhoz
hasonloan, ahogy egy geometria feladatot is meg lehet oldani elemi esz-
kozokkel és koordinatakkal vald szamolassal is. A leképezés miikodését
latni lehet, sokszor igy érdemes tételeket bizonyitani. A maéatrix viszont
a konkrét szamitasokhoz nélkiilozhetetlen, mint példéul a kovetkezé fel-
adatban. A feladatot megoldhatnank elemi geometriai eszkozokkel is, de
gyorsabb attérni matrixokra.

1. Feladat: Szorzas valos szammal

Adott V] = V5 = C vektortér az R test felett. Az A : Vi — V5 linearis
transzformacio a 3-mal valo szorzas, azaz A(z) = 3z. Irjuk fel a leképezés
méatrixat a standard béazisban!

Megoldas

Mivel C-t R feletti vektortérként tekintjiik, a dimenzidja 2. A legtermé-
szetesebb vélasztas a standard bazis: B = {1,i}.
Alkalmazzuk az A linearis transzforméciot a bézis elemeire:

e A(1)=3-1=3=3-1+0-i = Az els6 oszlopvektor: (3)
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e A(1)=3-i=3i=0-1+43-9i = A maésodik oszlopvektor: <g>

A leképezés matrixat a bazisvektorok képeinek koordinatavektoraibol

kapjuk meg:
30
[Als = (O 3)

A leképezés a valos és a képzetes részt is egyarant a 3-szorosara nyujtja.

2. Feladat: Komplex konjugalas

Adott V; = V5 = C vektortér az R test felett. Az A : Vi, — V5 line-
aris transzformacio a komplex konjugalas, azaz A(z) = Z. Irjuk fel a
leképezés matrixat a standard bézisban!

Megoldas

Itt is a B = {1,i} standard bézist hasznaljuk. A konjugélas sorén a
valos rész valtozatlan marad, a képzetes rész pedig elGjelet valt.

« A(1) =1

1=1-1+0-7 = Az els6 oszlopvektor: <(1)>

—i=0-14(=1)-i¢ = A masodik oszlopvektor:

7

o A(7)

(Y

A leképerés matrixa:

[Alg = (é _01)

Geometriai jelentés: Ez a matrix a valos tengelyre (x-tengelyre)
valo tiikkrozés matrixa.



3. Feladat: Szorzas komplex szammal

Adott V] = V5, = C vektortér az R test felett. Az A : Vi — V5 linearis
transzformacio az (1 + i)-vel valo szorzés, azaz A(z) = (1 +1)z. Irjuk
fel a leképezés matrixat a standard bazisban!

Megoldas
A bazis ismét B = {1,i}. Alkalmazzuk a transzformaciot:

e A(l)=(1+4)-1=14i=1-1+1-i = Az els6 oszlopvektor:

1
1
e A()=(1+1)-i=i+*=—-1+i=-1-1+1-i = A maésodik
oszlopvektor: _11

A leképezés matrixa:

A= (1 7))

Geometriai jelentés: Ha kiemeliink bel6le egy /2 szorzot, latha-
tova valik a forgatomatrix struktiraja:

- \% _\/Li B cos(45°) —sin(45°)
Mw”ﬁeaﬁ>_ﬂQMW>wwﬂ)

Ez egy origo koriili 45°-0s forgatéast és egy v/2-es léptékid nynjtast jelent
a komplex sikon.

4. Feladat (Beugratos): Nem linearis leképe-
zések

Adott Vi = Vo = C vektortér az R test felett. Irjuk fel (ha lehetséges)
az alabbi leképezések méatrixat a standard béazisban:
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1. Négyzetre emelés: A(z) = 2°

2. Abszolutérték képzés: B(z) = |z

3. Reciprok képzés: C(z) =1

z

Megoldas

Egyik leképezésnek sincs matrixa, mivel egyik sem linearis transzfor-
maci6. Egy L leképezés csak akkor lineéris, ha teljesiti az additivitas
(L(u+v) = L(u) + L(v)) és a skalarszorostartas (L(c - u) = ¢ - L(u))
feltételeit. Ellendrizziik ezeket!

1. Négyzetre emelés (A(z) = 2?) Vizsgaljuk meg az additivitdst!
Legyen z1 =1 és 29 = 1.

o A két szam Osszegének képe: A(1+1) = A(2) =22 =4
o A képek dsszege: A(1) + A(1) =12 +12 =2

Mivel 4 # 2, az additivitds nem teljesiil (hiszen (z1 + 22)? # 2} + 23),
igy a négyzetre emelés nem linearis.

2. Abszolatérték képzés (B(z) = |z|) Vizsgaljuk meg a skalar-
szorostartast! Mivel a vektorteriink R feletti, a ¢ skalar lehet negativ is.
Legyen z = 1 és a skalar c = —1.

e A skalarszoros képe: B(—1-1)=|—-1| =1
e A kép skalarszorosa: —1-B(1) = —1-|1| = —1

Mivel 1 # —1, a leképezés nem tartja meg a negativ skalarral va-
16 szorzast, igy nem linearis. (Raadéasul az additivitast is elbukja a
haromszog-egyenl6tlenség miatt: |21 + 20| < |21] + |22]).

3. Reciprok képzés (C(z) = %) Egy lineéris leképezésnek a null-
vektort (a mi esetiinkben a 0407 komplex szamot) mindig a nullvektorba
kell képeznie, azaz L(0) = 0 kotelezs érvénytd szabaly. A reciprok kép-

zésnél azonban C(0) = §, ami nincs értelmezve. Mivel a leképezés a
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nullvektoron nem is értelmezhetd, fel sem meriilhet a linearitasa. (Ezen

. e ey, . . . 1 1 1
feliil az additivitast is elbukja, hiszen —— # = + ).

Osszegzés: Matrixszal csakis lineéris leképezéseket (nyujtas, forga-
tas, tiikkrozés, vetités, nyiras) tudunk leirni. A fenti harom mivelet nem
ilyen.

5. Feladat: Komponensek 0sszege és szorzata

Adott Vi = R" és V5 = R vektortér az R test felett. Vizsgéljuk meg az
alabbi két leképezést:

1. A(v): a v vektor komponenseinek Gsszege.
2. B(v): a v vektor komponenseinek szorzata.

Dontsiik el, hogy linearisak-e, és ha igen, irjuk fel a matrixukat a stan-
dard béazisokban!

Megoldas

1. Leképezés: A komponensek 6sszege (A(v))
Legyen v = (11,29, ...,2,)T € R". A leképezés definicioja:

Aw)=x1+z2+ -+ 2y

Linearitds vizsgdlata:

e Additivitas: Legyen u = (u1,...,u,)’ ésv = (vy,...,v,)T.
A(utv) = (ur+v1)+ -+ (Un+vn) = (Uit - Fup)+(vi+ - 4v,) =
Az additivités teljesiil.

e Homogenitas: Legyen c € R egy skalar.

Alcv) = (cxr)+(cxo)+- - -+ (cxy) = c(xr1+z2+- - 42y) = c-A(v)

A homogenitéas is teljestil.

A(u)+A(v)



Mivel mindkét feltétel teljesiil, A(v) egy linearis leképezés.

Mdtrix felirisa: Valasszuk R” standard bazisat: e; = (1,0,...,0)%,
es = (0,1,...,007, ..., e, = (0,0,...,1)T. A céltér R, amelynek
standard bazisa egyszeriien az {1} egyelemi halmaz. A matrix mére-
te dim(V5) x dim(1), azaz 1 X n lesz (egy sormétrix).

Nézziik meg a bazisvektorok képeit:

Ale1) =140+---+0=1
Aleg) =0+1+---+0=1

Ale)) =0+0+---+1=1

Ezek a képek adjak a transzformacios matrix oszlopait. Igy a leképe-
z€és matrixa:

Al=(1 1 ... 1)

2. Leképezés: A komponensek szorzata (B(v))
A leképezés definicioja:

B(’U) = xl . 372 ..... ajn

Linearitds vizsgdalata: Ellenérizziik a skalarszorostartést (homogeni-
tast)! Legyen ¢ € R egy tetszleges skalar.

B(c-v) = (cxq) - (cxg) -+ (cxp) =" (x1- 29+ - ) = " - B(v)

Lathatjuk, hogy B(c-v) # ¢-B(v) (kivéve, han = 1, de altalanos n >
1 dimenzi6 esetén ez nem igaz). Példaul, ha egy vektort megszorzunk
2-vel R3-ban, akkor a komponenseinek szorzata a 23 = 8-szorosara né,
nem pedig a kétszeresére.

Mivel a homogenitas nem teljesiil (és mellesleg az additivitas sem,
hiszen pl. (1+0)-(0+1)# 1-0+0-1), a komponensek szorzata nem
linearis leképezés. Emiatt nincs transzformaciés matrixa.



6. Feladat: Leképezések a matrixok terén

Adott V4 = Vo = R?*2 vektortér az R test felett (a 2x 2-es valos matrixok
tere). Vizsgaljuk meg az aldbbi leképezéseket:

1. Transzponalas: A(M) = MT
2. Szorzas skalarral: A(M) =2M
3. Szorzas i-vel: A(M) =iM

4. Négyzetre emelés: A(M) = M?>

Dontsiik el, hogy linearisak-e, és ha igen, frjuk fel a matrixukat a stan-
dard béazisban!

Megoldas

Miel6tt belevagunk, rogzitsiik a tertink dimenziojat és béazisat! Mivel
2 X 2-es matrixokrol van szo, a tér 4 dimenziés. A standard bazist (B)
az alabbi négy matrix alkotja:

10 01 00 00
E11: (O 0)7 E12: (0 O>7 E21: (1 O)) E22: (O 1)

Minden linearis leképezés transzforméacios matrixa egy 4 x 4-es métrix
lesz.

1. Transzponalas (A(M) = MT)

A transzponélds additiv (M + N)T' = M7? + NT) és homogén
((cM)T = c¢MT), tehat linearis leképezés. Nézziik meg a bazisele-
mek képeit:

e A(E,) = FEl, = E;;, = Koordinatavektora: (1,0,0,0)"
o A(Ep) = ElT2 = Fy — Koordinatavektora: (0,0, 1, O)T

e A(FEsy) = El, = E15 = Koordinétavektora: (0, 1,0,0)T
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o A(FEy) = EL = Ey» = Koordindtavektora: (0,0,0,1)T

Az oszlopvektorokat egymés mellé irva megkapjuk a leképezés matrixat:

[Alg =

oo o
o= O O
SO = O
_ o O O

(E’rdekesség: Jol ldtszik, hogy ez a transzformdcio csak a 2. és a 3.
koordindtdat - azaz a mellékatlo elemeit - cseréli fel, a fodtlo a helyén
marad.)

2. Szorzas 2-vel (A(M) =2M)
A skalarral valo szorzés szintén linearis (2(M + N) = 2M + 2N és
2(cM) = c¢(2M)). Minden béziselemet a kétszeresébe visz &t:

Emiatt a matrixa egyszertien a 4 x 4-es identitdsmatrix 2-szerese (egy
diagonalis matrix csupa 2-essel a fGatloban):

[Als =

SO O N
S OO
SN OO
N O OO

3. Szorzas i-vel (A(M) =iM)

Vigyazat, tjabb csapda! Bar a szorzas énmagaban linearis mtvelet,
nézziilk meg alaposan a feltételeket! A feladat kikototte, hogy Vi =
Vo = R?*2 az R test felett. Ez azt jelenti, hogy a leképezésiink valos
elem® matrixokhoz valés elemi méatrixokat kell, hogy rendeljen. Ha egy
valos M maéatrixot megszorzunk az @ képzetes egységgel, az eredmény egy
komplex elemt matrix lesz (iM ¢ R**?). Mivel a leképezés "kivezet"
a céltérbol (Va-bol), ezen a téren az A(M) = iM nem értelmezhetd
leképezésként (nem zéart a mivelet), igy transzformacios méatrixa sincs.
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4. Négyzetre emelés (A(M) = M?)
Vajon a matrixok négyzetre emelése linearis? Ellendrizziik a homo-
genitast (skalarszorostartast)! Legyen ¢ € R egy skalar:

A(cM) = (eM)?* = (cM)(cM) = *M?* = *A(M)

Mivel c?A(M) # cA(M) (kivéve a trividlis ¢ = 0 vagy ¢ = 1 eseteket),
a skaldrszorostartas elbukik. (Raadéasul az additivitas sem teljesiilne,
hiszen (M + N)? = M? + MN + NM + N? # M? + N? mivel a
matrixszorzas nem kommutativ). Tehat az A(M) = M? nem linearis
leképezés, igy nincs transzformaciés matrixa.

7. Feladat: Leképezések a polinomok terén

Adott Vi = R|x]<3 (a valos egytitthatos, legfeljebb harmadfoki polino-
mok vektortere) és Vo = C vektortér az R test felett. Vizsgaljuk meg az
A Vi — V5 leképezéseket, ha f € Vi egy tetsz6leges polinom:

1. A(f) = f(i) (a polinom helyettesitési értéke az i képzetes egység-
nél).

Dontsiik el, hogy linearisak-e, és ha igen, irjuk fel a matrixukat a stan-
dard béazisokban!

Megoldas
Rogzitsiik el6szor a bazisokat és a dimenzidkat!

e Akiindulési tér (V) 4 dimenziés. Standard bazisa: By = {1, z, 2%, 23}.
Barmely polinom felirhat6 f(z) = a + bx + cx? + da® alakban.

o A céltér (V3) az R felett 2 dimenzids. Standard béazisa: By =

{1,1}.

Ha egy leképezés lineéris, a transzformacios matrixa dim(V2) x dim(V;),
azaz egy 2 X 4-es métrix lesz.



1. Leképezés: A(f) = f(i)
Ez a leképezés egy klasszikus lineéris operator (kiértékelés egy adott
pontban). Linearitas ellendrzése:

o Additivitas: A(f +g) = (f+9)(@) = f(i) +9(t) = A(f) + A(g).
e Homogenitéds: A(c- f) = (c- f)(i) =c- f(i) = ¢ A(f).

Tehat linearis leképezés. Irjuk fel a baziselemek képeit, és fejtsitk ki
Gket a By = {1,i} bazisban:

o filz)=1 = A(f))=1=1-140-i = (1,0)T
o folz)=2 = A(fo)=i=0-1+1-i = (0,1)7
e fi(z)=12> = A(fy) =i*=—-1=-1-14+0-i = (-1,0)T
o fil)=a> = A(f))=¥=—-i=0-1+-1-i = (0,-1)7

Az oszlopvektorokat egymés mellé irva kapjuk a transzformacios matri-

xot:
10 -1 0
Al = (0 1 0 —1)
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