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Sajatérték, sajatvektor

Ebben a fejezetben V' mindig véges dimenzids, nemnulla vektortér a T
kommutativ test felett, és A tetsz6leges lineéris transzformacio. A di-
menzio végességét altalaban igen erdsen ki fogjuk hasznalni.

Ha az A transzformaci6 egy nemnulla vektort a skalarszorosaba képez
le (azaz a vektor a transzformécio hatéséara a ,sajat egyenesében” marad),
akkor ezt a vektort (az A-hoz tartozo) sajatvektornak, a megfelels skaléart
(azaz ,a nagyitis mértékét”) sajatértéknek nevezziik.

Definicié: Egy A € T skalart az A linearis transzformacié sajat-
értékének neveziink, ha létezik olyan v € V' nemnulla vektor (v # 0),
amelyre

Av = .

Definici6: Egy v € V nemnulla vektort (v # 0) az A lineéris
transzformacio sajatvektoranak neveziink, ha létezik olyan A € T skalar,
amelyre

Av = .

Ha v #£ 0 és Av = Av, akkor A-t a v-hez tartozo sajatértéknek, v-t
pedig a A\-hoz tartozo (egyik) sajatvektornak nevezziik.



Megjegyzések a definiciokhoz

A sajatérték definiciojaban a nullvektort mindenképpen ki kellett zar-
nunk, hiszen A0 = A0 minden \-ra fennéall, vagyis a kikotés nélkiil a test
minden eleme sajatérték lenne.

A sajatvektorokndl is célszerid kihagyni a nullvektort, példaul azért,
mert a  hozza tartozo” A nem egyértelmd (s6t barmi lehet).

FIGYELEM! A sajatértékek korébdl azonban nem zérjuk ki a 0
skalart. A definiciobol azonnal adodik, hogy a 0 pontosan akkor sajatér-
téke A-nak, ha Ker A # {0}, a megfelel§ sajatvektorok pedig a magtér
nemnulla elemei.

Geometriai példak

e Az identikus leképezésnek (g) egyetlen sajatértéke az 1, és minden
nemnulla vektor sajatvektor.

e A sikon az origo koriili forgatésnak nincs valos sajatértéke (és igy
persze sajatvektora sem), kivéve, ha a forgatas szoge m-nek egész
szamu tobbszorose.

e Az origon atmend egyenesre vald tiikrozés sajatértékei az 1 és a
—1.

e Az origon dtmend egyenesre vald vetités sajatértékei az 1 és a 0.

A sajataltér
Tétel:
I. Minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

II. Egy adott A\ sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektor és a 0 alteret
alkotnak. Ezt az alteret a A-hoz tartozo sajataltérnek nevezziik.



Megjegyzés: Egy sajataltér — a sajatérték definicioja alapjan —
nem allhat egyediil a 0 vektorbol.

Tétel: Egy transzformacié6 matrixa akkor és csak akkor diagonélis,
ha a méatrixot sajatvektorokbol all6 bazis szerint irtuk fel. Ekkor a f6atlo-
ban all6 elemek éppen a megfeleld bazisvektorokhoz tartozo sajatértékek.

Bizonyitas:
A 0 ... 0
0 X ... O
['A]a - : : L :
0 0 ... A\

A fenti felirds pontosan akkor teljesiil, ha Aa; = Mayq, ..., Aa, =
An@p, ami pontosan a sajatvektorok és a hozzajuk tartozo sajatértékek
definicidja. ]

A sajatértékek kiszamitésa a kovetkezd. Ha transzforméaciorol van
sz0, akkor legyen M a métrixa. A kp/(x) = det(M — zF) kifejezés z-
nek a karakterisztikus polinomja, ahol E az egységmatrix, ennek gyokei a
sajatértékek. Minden egyes A\ sajatértékhez Mv = Av egy homogén line-
aris egyenletrendszer a v vektor komponenseire. (Ha csak a csupa nulla
megoldas van, akkor valamit elszdmoltunk.) A sajataltér dimenzioja a
szabad valtozok szama.

Diagonizalhatosag

Gorbék szebb egyenletének felirasdhoz, differencialegyenletek megolda-
sdhoz, matrixok gyors hatvanyozasahoz hasznos olyan bézist keresni,
amelyben a matrix diagonélis, azaz a f6atlon kiviil minden eleme nul-
la. Ez azt jelenti, hogy a bazis elemei sajatvektorok, a féatloban pedig
a megfelels sajatértékek allnak. Ha van ilyen béazis, akkor a matrixot
diagonalizalhatonak nevezziik. Példaul a tengelyes tiikrozés diagona-
lizalhato, mert egy tengely irdanyu és egy tengelyre merdleges nemnulla



vektor bazist alkot. A 90°-os forgatds R f6l6tt nem diagonalizalhato, de
C folott igen.

Egy A sajatértékhez tartozo sajataltér dimenzioja a A geometriai
multiplicitasa. Ha mindegyik sajataltérben vesziink egy bazist, akkor
ezek egyiitt bazist alkotnak a térben is. Ezért egy n X n-es méatrix pon-
tosan akkor diagonalizalhato, ha a geometriai multiplicitasok Gsszege n.
Ha A a minimalpolinomnak k-szoros gyoke, akkor k£ a A\ algebrai mul-
tiplicitasa, ami legalabb akkora, mint a geometriai multiplicitasa. Igy
ha a karakterisztikus polinomnak n kiilonb6z6 gyoke van, akkor a métrix
diagonalizalhato.

A sikon egy egyenesre vetités karakterisztikus polinomja x? — z, ami-

nek két (valos) gyoke van, ezért a vetitések diagonalizalhatok. A 180°-os
forgatas karakterisztikus polinomja (z +1)?, a —1 sajatérték algebrai és
geometriai multiplicitasa is 2, ez a transzformécio tehat szintén diagona-
lizalhato, noha a karakterisztikus polinomjanak csak egy gyoke van. A
derivilas a harmadfoki polinomok terén nem diagonalizalhato semelyik
test folott sem, az egyetlen sajatérték a 0, melynek algebrai multiplici-
tésa 4, a geometriai csak 1.

Feladatok

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi métrix diagonalizadlhatosagat, ka-
rakterisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek di-

menzidjat R és C felett!
01
(1)
Megoldas:

1. Karakterisztikus polinom: A karakterisztikus polinomot a
det(A — \F) képlettel szamoljuk ki:

P(\) = det (? _&) = (=\)?—1-1=X—-1
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2. Sajatértékek: A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei
(P(A) = 0):
M—-1=0 = A-1)A+1)=0

A sajatértékek tehat Ay = 1 és Ay = —1. (Mindketts valos szam, igy az
R és C feletti vizsgalat megegyezik. Mindkét sajatérték algebrai multip-
licitdsa 1).

3. Sajatalterek és dimenzidjuk:

e A )\ = 1 sajatértékhez tartoz6 sajataltér: Megoldjuk az
(A—1- FE)v =0 egyenletrendszert:

-1 1 x\ (O
1 —-1/\y) \O
Ebbdl a —x+y = 0 egyenlet adodik, vagyis y = x. A sajatvektorok

(i) =z (1) alakiuak (x # 0). A sajataltér bazisa: {(i) }

Ennek dimenzidja 1 (geometriai multiplicitas = 1).

e A )\, = —1 sajatértékhez tartozé sajataltér: Megoldjuk az
(A—(—1)- E)v =0, azaz (A + E)v = 0 egyenletrendszert:

(13)()-0)

Ebbdl az x + y = 0 egyenlet adodik, vagyis y = —x. A sajat-
vektorok (_xx> =z (_11> alakiak (z # 0). A sajataltér bazisa:

{ (_11> } Ennek dimenzidja 1 (geometriai multiplicitas — 1).

4. Diagonalizalhatosag: A matrix egy 2 X 2-es maétrix, és van
két kiillonboz6 valos sajatértéke. A geometriai multiplicitasok Osszege
(1 + 1 = 2) megegyezik a métrix méretével (n = 2). Emiatt a matrix
diagonalizalhat6 mind R, mind C felett.



Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi méatrix diagonalizalhatosagat,
karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek
dimenziojat R és C felett!

=17

Megoldas:

1.

Karakterisztikus polinom: A karakterisztikus polinomot a

det(A — AFE) képlettel szamoljuk ki:

2.

P()\) = det <_1A :i) = (=N2=(-1-1)=X+1

Vizsgalat a valos szamok (R) felett:

Sajatértékek: A \2 41 = 0 egyenletnek nincsenek valés gyo-
kei. Tehat R felett a matrixnak nincs sajatértéke.

Sajatalterek: Mivel nincs sajatérték, sajatalterek sincsenek (di-
menziojuk 0).

Diagonalizalhatésag: Mivel nincsenek sajatvektorok, nem tu-
dunk beléliik bazist alkotni, igy a matrix nem diagonalizalhato
R felett. (Geometriailag ez egy 90°-os forgatas, ami minden nem-
nulla vektort elmozdit a sajat egyenesérdl).

. Vizsgalat a komplex szamok (C) felett:

Sajatértékek: A A2 + 1 = 0 egyenlet gyokei a komplex szamok
halmazén: Ay =i és Ay = —i. (Mindkét sajatérték algebrai mul-
tiplicitasa 1).

Sajatalterek és dimenzi6juk:

— A )\ =i sajatértékhez tartoz6 sajataltér:
Megoldjuk az (A — iE)v = 0 egyenletrendszert:

(=) 6)-0)
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A mésodik sorbdl x — iy = 0, azaz x = iy. (Az elsd sor
ugyanezt adja: —iz —y =0 = y = —ix).

A sajatvektorok <25> =y (i) alakuak (y # 0).
A sajataltér bazisa: {(i) } Ennek dimenziéja 1. (Meg-
Jeqyzeés: a <—1z> is tokéletesen jo bazisvektor).

— A )y = —i sajatértékhez tartozo6 sajataltér:
Megoldjuk az (A + iE)v = 0 egyenletrendszert:

IO

A masodik sorbél x 4+ 1y = 0, azaz x = —1y.

A sajatvektorok <_;y) =y <_12> alakuak (y # 0).

A sajataltér bazisa: { (_12) } Ennek dimenziéja 1. (Vagy

(0

e Diagonalizilhatosag: Mivel a métrix 2 X 2-es, és van két kiilon-
b6z6 komplex sajatértéke (igy a geometriai multiplicitédsok Osszege
1+ 1 = 2), a matrix diagonalizalhato C felett.

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi métrix diagonalizalhatosagat,
karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek
dimenzi6jat R és C felett!

a 0
(0 0)

Megoldas:



1. Karakterisztikus polinom: A karakterisztikus polinomot a
det(A — \FE) képlettel szamoljuk ki:

P(/\):det<&1)\ ag)\):(oz—)\)(oz—)\)—O-lz()\—oz)2

2. Sajatértékek: A karakterisztikus polinom gyokei adjék a sajat-
értékeket (P(A) = 0):
A—a) =0 = A=a

Tehat a métrixnak egyetlen sajatértéke van, az a. Mivel ez a karak-
terisztikus polinomnak kétszeres gyoke, az algebrai multiplicitasa 2.
(Ez a megallapitas megegyezik R és C felett is).

3. Sajatalterek és dimenzidojuk: A \ = « sajatértékhez tartozo
sajataltér meghatarozasahoz megoldjuk az (A — aF)v = 0 egyenletrend-

szert
a—a 0 z\ (0
1 a—a)\y) \O
00\ /fx\ (O
1 0/\y/) \O
A matrixszorzast elvégezve a kovetkezG egyenleteket kapjuk:
e Az els6 sorbol: 0 =0 (ez nem ad 4j informaciot).

e A masodik sorbol: 1-2+0-y=0 = z=0.

Lathatjuk, hogy az x koordinatdnak kotelezGen nullanak kell lennie,
viszont az y valtozora semmilyen megkotést nem kaptunk, igy az tet-

szGleges szabad paraméter lehet. A sajatvektorok tehat (2) =y (?)
alakuak (y # 0).
A sajataltér béazisa: { <(1)> } Ennek a bazisnak egyetlen eleme van,

igy a sajataltér dimenzidja 1 (tehat a geometriai multiplicitas = 1).
4. Diagonalizalhatésag: Egy n X n-es matrix pontosan akkor
diagonalizdlhato, ha a geometriai multiplicitasok Osszege megegyezik a
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matrix méretével (n). Jelen esetben a méatrix 2 x 2-es (n = 2), de a
geometriai multiplicitdsok Osszege csak 1 (ami szigortan kisebb, mint az
algebrai multiplicitasa). Mivel nem tudunk 2 darab linearisan fiiggetlen
sajatvektort kivalasztani, nem alkothatnak bazist a térben. Igy ez a
matrix sem R, sem C felett nem diagonalizalhaté.

(Megjegyzés: Az ilyen tipusi mdtrizokat Jordan-blokkoknak nevez-
ziik, €s ezek adjak a linedris algebra nem diagonalizdlhato, ,legrosszabbul
viselkedd” alapeseteit.)

HF Vizsgéljuk meg az alabbi matrix diagonalizdlhatosagat, és adjuk
meg a diagonélis alakjat (ha létezik) R illetve C felett!

A=

o~ O
— O O
o O =

Feladat Mik az origo koriili a # 0°, 180° szogd forgatas matrixanak
sajatvektorai C folott?
cosy —xr —sino

k(x) = , = 12—272 cos a+cos® a+sin® o = 12 —2z cos a+1,
sin o cosa —

a két gyok, azaz a sajatértékek cos o+ isin a (emlékezziink vissza, hogy
az ezekkel valo szorzas pontosan a +a szogi forgatas a komplex szam-
stkon). A megfelels sajatvektorok az [1, Fi]T vektorok nemnulla skaldr-
szorosal, a sajatalterek egydimenzidsak.

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi matrix sajatértékeit, sajatalte-
reit, valamint ezek dimenzi6jat!

A:

o O 9O
O Q9
S~ O



Feladatok

Kérdés: Hogyan latszik a karakterisztikus polinomrol, hogy a transz-
formécio invertalhato-e?

Valasz és levezetés:

Egy A lineéris transzformacio (vagy matrix) invertalhatosaga kozvet-
leniil leolvashato a karakterisztikus polinomjanak konstans tagjabél.
A transzformacié pontosan akkor invertalhato, ha ez a konstans tag nem
nulla.

Ennek az oka a kovetkezd gondolatmenetben rejlik:

1. Invertalhatosag feltétele: Egy linearis transzformacié pontosan
akkor invertélhato, ha a magtere trivialis (Ker A = {0}), ami azzal
egyenértéki, hogy a matrixanak determinansa nem nulla (det A #

0).

2. A nulla mint sajatérték: Ha a magtér nem csak a nullvektor-
bol all, akkor létezik olyan v # 0 vektor, amelyre Av = 0. Ezt
felirhatjuk Av = 0 - v alakban is, ami pontosan azt jelenti, hogy a
0 sajatértéke az A-nak. Tehat az invertdlhatosag azzal ekvivalens,
hogy a 0 nem sajatérték.

3. A karakterisztikus polinom gyokei: A sajatértékek definicio
szerint a karakterisztikus polinom (P(x) = det(A — 2 F)) gyokei.
Ha a 0 nem sajatérték, az azt jelenti, hogy az x = 0 nem gycke a
polinomnak, azaz P(0) # 0.

4. A konstans tag: Barmely P(z) = c, 2" +c, 12" +- - -+ c1m+¢g
polinom esetén a P(0) érték pontosan a polinom konstans tagjaval
(co) egyezik meg.

S6t, ha jobban megnézziik a definiciot:
P(0) =det(A—0-F)=det(A)

Tehat a karakterisztikus polinom konstans tagja mindig pontosan a transz-
formécio determinansa (vagy (—1)"-det(A), attol fiiggden, hogy a det(A—
zF) vagy a det(zE — A) konvenciot hasznéljuk a polinom felirasara).
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Kovetkeztetés: Mivel az invertidlhatosag feltétele, hogy a determi-
nans ne legyen nulla, ez pontosan azt jelenti, hogy a karakterisztikus
polinom konstans tagja nem lehet nulla.

6.1.1. Feladat: Legyen V a legfeljebb 6-odfoku valos egyiitthatos
polinomok (és a 0) szokésos vektortere. Egy éltalanos polinomot f-fel
jeloliink. Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzforméciok sajatértékeit
és sajatvektorait. Héany dimenziosak a megfelels sajatalterek? Mely
transzformacioknak létezik diagonalis matrixa?

Megjegyzés: A wvektortér dimenzidja dim(V) = 7, hiszen a szokdsos
bizisa az {1, z, 2%, 23, 2%, 2° 2%} halmaz. A sajdtérték-egyenlet dltalinos

alakja A(f) = Af, ahol f # 0.

a) A(f) = f'

Keressiik azokat a nemnulla polinomokat, amelyek derivaltja onmaguk
skalarszorosa: f' = Af. Mivel egy nem konstans polinom derivaldsakor
a fokszam csokken, a két oldal csak akkor lehet egyenld, ha a fokszam
nulla (azaz f egy nemnulla konstans polinom: f(z) = ¢, ahol ¢ # 0).
Ekkor f'(z) = 0. Behelyettesitve: 0 = A¢, amibdl A = 0 kovetkezik.

e Sajatérték: \ =0

e Sajatvektorok: Minden nemnulla konstans polinom (f(z) =

c,c#0).
e Sajataltér dimenzidja: 1 (az f(x) = 1 polinom fesziti ki).

e Diagonalis matrix: Nem létezik, mivel a sajatalterek dimenzi-
oinak Osszege (1) kisebb, mint a tér dimenzi6ja (7), igy nem tudunk
sajatvektorokbol allo bazist kivalasztani.
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b) B(f) = zf'

Legyen f(z) = co+c1x+cor®+- - - +cga’. Ekkor x- f'(z) = crx+2c2%+
-4 6c620. A k-adfoku tagok egyiitthatoit dsszehasonlitva a sajatérték-
egyenletbdl (xf' = Af) azt kapjuk, hogy minden k € {0,1,...,6} esetén
k-cr = X-cp. Ez csak akkor teljesiilhet egy nemnulla tagnal, ha A = k.

e Sajatértékek: A\ € {0,1,2,3,4,5,6} (7 darab kiilonb6z6 sajatér-
tek).

e Sajatvektorok: A \ = k sajatértékhez tartozo sajatvektorok a
k-adfoki tiszta hatvanyok: f(x) =c-a* (c #0).

e Sajataltér dimenzidja: Minden sajatértékhez tartozo altér 1
dimenzios.

e Diagonalis matrix: Létezik, hiszen van 7 darab linedrisan fiig-
getlen sajatvektorunk (pont a kanonikus bézis), igy a sajatalterek
dimenzioosszege kiadja a 7-et.

HF) C(f) = f(6) - 2°
d) D(f) = f maradéka z* + 2z + 3-mal osztva

Jeloljiik a legfeljebb elsofokt maradékot r(z)-szel. Ekkor f(x) = q(z)(x*+
204 3) +r(x). A sajatérték-egyenlet: r(x) = Af(z). Itt is két eset van:
1. eset (A = 0): Ekkor r(z) = 0, tehat f(z) oszthato (z* + 2x + 3)-
mal. Mivel f legfeljebb 6-odfoku, a hanyados q(z) legfeljebb 4-edfoku.
2. eset (A # 0): Ekkor f(z) = 3r(x), tehat maganak az f-nek is leg-
feljebb elséfokinak kell lennie. Ha viszont f foka kisebb, mint az oszté
foka (2), akkor a maradék onmaga lesz: r(x) = f(x). Igy f(z) = Mf(2),
azaz A = 1.

e Sajatértékek: \{ =0és \y = 1.

e Sajatvektorok:
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— A1 = O esetén: az f(x) = q(z)(z* + 2z + 3) alaki polinomok,
ahol ¢ tetsz6leges, legfeljebb 4-edfoku polinom (f # 0).

— Ao = 1 esetén: tetszdleges, nemnulla legfeljebb elséfoka poli-
nom (f(x) = ax +b).

e Sajataltér dimenzidja: A \; = 0-hoz tartozo altér dimenzioja
megegyezik a legfeljebb 4-edfokt polinomok terének dimenzidjaval
(441 =15). A Xy = l-hez tartozo altér dimenzioja a legfeljebb
elséfoka polinomok terének dimenzioja (1 + 1 = 2).

e Diagonalis matrix: Létezik, mert a sajatalterek dimenzi6ossze-
geb+2=T.

Miiveletek sajatértékekkel

Kérdés: Legyen A, B € Hom(V) és « kozos sajatértéke A-nak és B-
nek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy puA-nak, A + B-nek, A%nek, AB-nek,
illetve A~'-nek is van sajatértéke, és ha igen, akkor hogyan fiigg ez a
sajatérték a-tol?

Megoldas:

A vélasz megadasanél a definiciora tamaszkodunk. Ha o sajatértéke
A-nak, akkor létezik olyan v # 0 vektor, amelyre Av = awv. Hasonléan,
létezik olyan w # 0, amelyre Bw = aw. (Fontos: v és w altaldban nem
ugyanaz a vektor!)

e A uA transzformacio: Igen.
Bizonyitéas: (uA)v = p(Av) = plav) = (pa)v.
A sajatérték: pa.

o Az A? transzformacié: Igen.
Bizonyitas: A%v = A(Av) = A(aw) = a(Av) = a(av) = o?v.
A sajatértek: o?.

e Az A~! transzformacio: Igen (ha létezik).
Ha A invertalhato, akkor 0 nem sajatérték, igy a #£ 0.
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Bizonyitas: Av = av = A1 (Av) = A (aw) = v =
aA ™y = A7y = év.

A sajétértek: L.

Miiveletek kozos sajatvektorral

Kérdés: Legyen A, B € Hom(V) és v kozos sajatvektora A-nak és
B-nek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy v sajatvektora pA-nak, A + B-nek,
A%-nek, AB-nek, illetve A~'-nek is, és ha igen, akkor milyen sajatérték
tartozik hozza?

Megoldas:

A valasz minden esetben igen (az inverznél az invertalhatosag fel-
tetelével). Mivel v kozos sajatvektor, léteznek olyan a és [ skalarok,
amelyekre Av = aw és Bv = fv (ahol v # 0). A linearis transzformaci-
6k tulajdonsagait felhasznalva kapjuk a kovetkezdket:

e A 1A transzformécio:

(nA)v = p(Av) = p(ow) = (pa)v.
Tehat v sajatvektor, a hozzé tartozo sajatérték pedig po.

e Az A+ B transzformacio:
(A4 B)v = Av+ Bv = av + v = (a + B)v.
Tehat v sajatvektor, a hozza tartozo sajatérték pedig o + .

e Az A? transzforméacio:
A%y = A(Av) = A(aw) = a(Av) = a(av) = a*v.

Tehat v sajatvektor, a hozza tartozo sajatérték pedig o

e Az AB transzformacio:
(AB)o = A(Bv) = A(Bv) = B(Av) = B(av) = (af)v.

Tehat v sajatvektor, a hozza tartozo sajatérték pedig a3.

o Az A~! transzformacio:
Feltessziik, hogy A invertalhato, azaz Ker A = {0}, igy az « sa-
jatérték nem lehet 0.
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Av = av = A1 Av) = Al aw) = v =0adv =
ALy = év.

Tehat v sajatvektor, a hozzé tartozo sajatérték pedig %

Igaz-hamis Allitidsok sajatértékekrdl és sajat-
vektorokrol

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a)

b)

Ha v sajatvektora A2-nek, akkor v sajatvektora A-nak.
Hamis. Legyen A egy origé koriili 90°-os forgatas. Ennek nincse-
nek sajatvektorai a valos térben. Viszont A% egy 180°-o0s forgatas
(—1-¢), amelynek minden vektor sajatvektora.

Ha a 0 sajatértéke A%-nek, akkor a 0 sajatértéke A-nak.
Igaz. Ha a 0 sajatértéke A%nek, akkor det(A4?) = 0. Mivel

det(A?) = (det A)?, ez csak tgy lehet nulla, ha det(A) = 0. Ha
pedig A determinéansa nulla, akkor a 0 sajatértéke A-nak.

Ha ;2 = )\, és a )\ sajatértéke A’-nek, akkor a u és a —pu
koziil legalabb az egyik sajatértéke A-nak.

Igaz. A determinansok tulajdonsagaibol: 0 = det(A? — p’e) =
det((A—pe)(A+pe)) = det(A—pe)-det(A+pe). Mivel a szorzat
nulla, legalabb az egyik determinansnak nullanak kell lennie, tehét
[ vagy —pu sajatértéke A-nak.
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