Gram-Schmidt ortogonalizacio feladat

Linearis algebra

Tovabbi példa: Gram-Schmidt ortogonalizacié (Indefinit eset)

Legyen V = R3. Keressiink A-ortogonalis bazist a Gram-Schmidt eljarassal, és irjuk fel a
fliggvény diagonélis matrixat a kovetkezs szimmetrikus bilineéris fliggvényhez:

A(u,v) = ugvy + 2uivy + 2ugvy + uivs + uzvy + 3ugvse + Ugvs + UzUy + 2uzvs

Megoldas:

Segitségképpen irjuk fel a fliggvény matrixat a szokasos E bazisban. Ebbdl sokszor konnyebb
leolvasni a bazisvektorok egymassal vett szorzatait:
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1. Lépés: Az els6 vektor (c)
Az els6 bazisvektort valtoztatas nélkiil megtartjuk:

1
Clzblz 0
0

Ertéke 6nmagaval az ujv; egyiitthatoja (vagy a matrix bal felss eleme):
A(Cl, Cl) =1

2. Lépés: A masodik vektor (c)
A mésodik vektort co = by + poycy alakban keressiik. Az A-ortogonalitési feltétel:

0= A(co,c1) = A(by, 1) + par1A(ci,c1)
A matrixbol latjuk, hogy A(bs, ;) = 2 (els6 oszlop, masodik sor).
24pn-1=0 = pay=-2

Igy a masodik vektor:

0 2 —2
02:b2—201: 1 - 0 = 1
0 0 0



Szamoljuk ki a ¢y értékét dnmagéaval (A(cs, c2)). A méatrixszorzas segitségével:

12 1\ [-2 —2
Acg,0)=(-2 1 0) |2 3 1 1]=(0 -1 -1)f1]=-1
112/ \0 0

3. Lépés: A harmadik vektor (c3)
A harmadik vektort cs = bz + p31c1 + p3aco alakban keressiik. Két feltételnek kell teljesiilnie:
Els6 feltétel (A(cs,c1) =0):

A(bs,c1) + p31A(ci,c1) =0
Mivel A(bs,c;) =1 (a méatrix els§ oszlopanak harmadik eleme):
l+psi-1=0 = pg=-1
Masodik feltétel (A(es, o) = 0):
A(bs, co) + p3aA(ca,c2) =0

Szamoljuk ki az A(bs,co) értéket! Az u = by = (0,0,1) sorvektor a matrix 3. sorat valasztja
ki, ezt kell szorozni a ¢y oszlopvektorral:

—2
Albg,c0)=(1 1 2) [ 1 | =—2+140=-1
0
Behelyettesitve a feltételbe (emlékezziink, hogy A(cg,co) = —1):
—l+4pp-(-1)=0 = -pp=1 = pp=-1

Igy a harmadik vektor Gsszeallt:

0 1 -2 1
C3:b3—101—102: 0 - 0 - 1 = —1
1 0 0 1
Szamoljuk ki a c3 értékét onmagaval:
1 21 1 1
Afcgies)=(1 -1 1) (2 3 1] |-1]=(0 0 2)|-1|=2
11 2 1 1
Végeredmény:
A megkonstrualt A-ortogonélis bézis:
1 —2 1
1 = 0 , Cg = 1 , C3 = —1
0 0 1

A bilinearis fliggvény diagonalis métrixa ebben az 1j béazisban:

1 0 0
C=10 -1 0
0 0 2

Megjegyzés: Mivel a diagonalis matrix f6atlojaban pozitiv (1,2) és negativ (—1) értékek is
szerepelnek, a kvadratikus alak indefinit.




