Linearis algebra gyakorlat
2026. aprilis 20.

Bilinearis fliggvények

Definici6

Legyen V vektortér R felett. Az A : V xV — R leképezést (valds) bilinearis
fliggvénynek nevezziik, ha mindkét valtozdjaban linearis, azaz az egyik valtozo
barmely rogzitett értéke esetén a masik valtozdjaban lineéris.

Ez részletesen kiirva a kovetkezoket jelenti (u,u',v,v" € VX € R):

A bilinearis fliggvényeket vastag latin nagybettvel fogjuk jelolni. A definici-
6bol és a lineéris leképezések tulajdonsdgaibol azonnal kovetkeznek az alabbi
azonossagok:

(vi) A(u,0)=A(0,v) =0;
(vii)) A(—u,v) = A(u, —v) = —A(u,v);

(viid) A (3h Ay S o) = Sy S it A (i, vy).



Tétel (Bilinearis fliggvény megadasa bazison)

Legyen by, ..., b, bazis a V vektortérben, és legyenek ay; (4,7 =1,2,...,n) tet-
sz6leges valos szamok. Ekkor pontosan egy olyan A bilineéris fiiggvény létezik,
amelyre

A(b;,bj) = oj, minden i,j =1,2,...,n esetén.

A bilinearis fiiggvény matrixa

Definicié: Az A bilineéris fiiggvénynek a B = {b1,...,b,} béazis szerinti méat-
rixan azt az m X nm-es métrixot értjiikk, amelyben az i-edik sor j-edik eleme
a;;j = A(b;, b;). Ezt a matrixot [A]p-vel jeloljiik:

Alb, b)) A(b,bs) ... A(br,by)
Al — Abs,by) A(bo,bo) ... A(ba,by)

Aby,by) A(bp,bs) ... A(by,by)

Ne felejtsiik el, hogy a linearis leképezésekhez hasonléan a bilinearis fliggvény
matrixa is erGsen béazisfiiggd: mas bazist vilasztva altaldban a métrix is egészen
mas lesz.

Példa: Bilinearis fliiggvény értéke matrixszorzassal

Tekintsiik az R? vektorteret a szokasos E = {ey,es} bézissal. Legyen A egy
bilineéris fiiggvény, amelynek matrixa ebben a bazisban:

(Al = (;) Z)

Ez a definicio6 szerint pontosan azt jelenti, hogy a béazisvektorokon felvett értékek
a kovetkezok: A(ep,e1) =1, A(er,ea) =2, A(eg,e1) = 3, és A(eg, e9) = 4.

Szamitsuk ki a fiiggvény értékét az u = (1,1)T és v = (1, —1)T vektorokon!
A fiiggvény értékét kényelmesen kiszamolhatjuk az A (u,v) = u’ [A]pv matrix-
szorzassal (ahol ul az u vektor sorvektor alakja):

A(u,v) = (1 1) (; Z) (_11>



Elgszor végezziik el a bal oldali vektor-matrix szorzést:

(1 1) (; Z):(1-1+1.3 1-2+1-4)=(4 6)

Majd szorozzuk be az eredményt a jobb oldali oszlopvektorral:

(4 6) (_11) =4-146-(-1)=4—-6=-2

A bilineéris fliggvény értéke ezen a két vektoron tehét A (u,v) = —2.

2. Példa: Szamolas egy tetszdSleges bazisban

Tekintstink egy A bilinearis fiiggvényt, és legyen B = {b1, by} egy tetszbleges
bazis a V' vektortérben. Tegyiik fel, hogy a fliggvény matrixa ebben a bézisban

egy diagonalis matrix:
2 0

Ez a tétel alapjan azt jelenti, hogy A(b1,b1) = 2, A(be,b2) = —3, a "vegyes"
értékelések pedig nullat adnak: A(by, be) = A(bg,b1) = 0.

Legyen u és v két vektor, amelyeknek ismerjiik a B béazisra vonatkozd koordiné-

tait. (Figyelem: a matrixszorzashoz a vektorok B bazisbeli koordinatavektorait
kell hasznalnunk!)

[ulp = (?) azaz u = 2b; + 1b9

[v]lp = <_21) azaz v = —1by + 2by

A bilinearis fiiggvény értéke most is az A (u,v) = [u]5[A]p[v]p matrixszorzassal

szamolhato ki:
2 0 —1
A(u,v) = (2 1) (0 _3> ( 5 )

Elsszor szorozzuk 0ssze a bal oldali sorvektort a matrixszal:

(2 1) (g _03>:(2-2+1-0 2:0+1-(=3)) = (4 -3)
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Majd a kapott eredményt szorozzuk be a jobb oldali oszlopvektorral:

(4 =3) (‘21> =4-(-1)+(-3)-2=-4—-6=-10

A fliggvény értéke ezen a két vektoron tehét A(u,v) = —10.

Gyakorl6 feladatok onall6 munkihoz

A) Feladat: Bilinearis fiiggvény értéke adott bazisban
Tekintsiik az R? vektorteret egy B = {by, by} bézissal. Egy A bilinearis fiigg-
vény matrixa ebben a bazisban:

Alp = (j ‘31)

Széamitsa ki az A(u,v) értéket, ha a vektorok koordinatavektorai a rogzitett B
bazisban: [u]p = (3,—2) és [v]p = (—1,5)T!

Megoldas. A figguény értékét a mdtrizszorzdsos képlettel szamitjuk ki: A(u,v) =
[u]5[A][v] 5
Behelyettesitve a megadott értékeket:

Au,v) = (3 —2) (i ‘31) (‘51>

Eldszor elvégezziik a sorvektor és a mdtrix szorzdsdt:

(3 -2) <Z ‘31) —((3-2+(-2)-4) (3 (=1)+(~2) 3)) = (-2 —9)

Majd az eredményt megszorozzuk az oszlopvektorral:

(—2 —9) (‘51) = (=2) - (=1)+(~9) - 5=2—45 = —43

A bilinedaris fiigguény értéke ezen a vektorpdron tehdt —43.



Gyakorl6 feladat: Szamolas egy tetszdleges bazisban

Tekintstink egy A bilinedaris fiiggvényt, és legyen B = {b1, by} egy tetszdleges
bazis a V' vektortérben. Tegyiik fel, hogy a fliggvény matrixa ebben a bézisban
a kovetkez6 (most nem diagondlis) matrix:

[Alp = (_12 Z)

Ez a tétel alapjan azt jelenti, hogy A(by,b1) = 1, A(by,be) = 3, A(bo,b1) = —2,
és A(bg, bg) =4,

Legyen u és v két vektor, amelyeknek ismerjiik a B béazisra vonatkozo koordina-
tait. (Figyelem: a matrixszorzashoz a vektorok B bazisbeli koordinatavektorait
kell hasznalnunk!)

[ulp = (_21> azaz u = 2b; — 1b9

[’U]B = (?) azaz v = 3b; + 1by

A bilinearis fiiggvény értéke most is az A (u,v) = [u]5[A][v]p matrixszorzassal

szamolhato ki:
1 3 3
Au,v) = (2 —-1) <_2 4> (1)

Elészor szorozzuk ossze a bal oldali sorvektort a matrixszal:
1 3
(2 1) (_2 4> (214 (-1)-(-2) 234 (~1)-4) = (4 2)

Majd a kapott eredményt szorozzuk be a jobb oldali oszlopvektorral:

(4 2) G’):4-3+2-1:12+2:14

A fliggvény értéke ezen a két vektoron tehat A(u,v) = 14.



Tétel (Megfeleltetés fiiggvények és matrixok kézott)

Rogzitett bazis mellett kdlesondsen egyértelmi megfeleltetés all fenn a V' vektor-
téren értelmezett bilinearis fiiggvények és az n X n-es (valos) matrixok kozott.
Ha az wu, illetve v vektor koordinatai az adott bazisban wuq,us, ..., u,, illetve
V1, Vo, ..., Uy, akkor

n
A(u,v) = Z UV,
ij=1

vagy matrixos felirasban A (u,v) = [u]T[A]p[v], azaz részletesen:

11 12 ... O1p U1

Qg1 Qg ... Qgp U3
A(u,v) = (u1 Uy ... un) _

Qp1 Qp2 ... Qpp Un



4. Feladat

Legyen V' a legfeljebb 4-edfoki valos egyiitthatos polinomok (beleértve a 0 po-
linomot is) szokasos vektortere. Valasszuk ki az alabbi leképezések koziil a
bilinearis fiiggvényeket, és irjuk fel a matrixukat a szokasos bézisban! Legyen

f,g €V képe:

a) A(f,9)=1fy

b) A(f.9) = f(1)+g(1)
c) A(f,9) = f(1)g(2)
d) A(f.g9) = f(1)g(2)

Megoldas. A legfeljebb 4-edfoki polinomok vektorterének dimenzidja 5. A szo-
kisos bizis: B = {eg, €1, e, e3,€4}, ahol e;(x) = ' (i =0,1,2,3,4). A biline-
aris fligguény matrizanak elemei: a;; = A(e;, ej).
Nem bilinedris fiiggvény. A valos bilinedris fiigguény definicioja szerint a le-
képezésnek valos szamot (R) kell eredményeznie. Két polinom szorzata azonban
egy ujabb (akdr 8-adfoki) polinom, nem pedig egy szdm.

b) A(f,g9) = f(1)+g(1)
Nem bilinedris fiiggvény. Nem teljesil rd a linearitis (pl. a skaldrszo-
ros kiemelése). Ha példdul az elsd vdltozdjat megszorozzuk 2-vel: A(2f,g) =
20(1) + g(1). Ezzel szemben 2A(f,g) = 2(£(1) + (1)) = 2f(1) + 2g(1). A
kettd nem eqyenld, igy nem bilinedris.

c) A(f,g9) = f(1)g(2)
Bilinedris fiiggvény. A behelyettesités és a szorzds is linedris mivelet, és
az eredmény egy valds szdm. Szamitsuk ki a mdtriz elemeit: o;; = e;(1) -
ej(2). Tudjuk, hogy e;(1) = 1" = 1 minden i-re. €;(2) = 27, tehdt az értékek:
1,2,4,8,16. Igy aj; = 1- 2 = 27, Mivel ez nem fiigg i-t6l, a mdtriz minden
sora megegyezzk
16
16
16
16
16

[A]c =

— = e
O DO DN DN DN
N N N SN
o OO0 GO OO 0O

a) A(f,9) = f'(1)g(2)

Bilinedris fliggvény. A derivdlds, a behelyettesités és a szorzds is linedris
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mdveletek. Szamitsuk ki a mdtriz elemeit: o;; = €i(1) - e;(2). A bdzisvektorok
derivdltjai: €(x) =121, Ezt kiértékelve 1-ben: ei(1) = i -1t =i. Tehdt az
elsd szorzotényezd értéker 1 = 0,1,2,3,4 esetén rendre: 0,1,2,3,4. A mdsodik
szorzdtényezd az eldzd feladatbol ismert 2. A mdtriz eleme tehdt c;; = i-27. A
mdtriz sorai (i) egyszerden a (1,2,4,8,16) vektor 0,1, 2,3, 4-szeresei lesznek:

00 0 0 0
12 4 816
Al;=[2 4 8 16 32
36 12 24 48
48 16 32 64

A bilinearis fiiggvény értékkészlete

Feladat Mi lehet egy valos bilineéris fiiggvény értékkészlete (azaz a felvett
értékeinek halmaza)?

Valasz: Egy A : V x V — R valos bilinearis fiiggvény értékkészlete (Im A)
kizarolag kétféle halmaz lehet:

1. Csak a nullabol allo egyelemii halmaz: {0} (ez a trividlis zérofiiggvény).
2. A teljes valos szamhalmaz: R.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A nem a konstans nulla fliggvény. Ekkor létezik
legalabb egy olyan (u,v) vektorpar a térben, amelyre a fliggvény értéke nem
nulla. Jeloljiik ezt az értéket c-vel, ahol ¢ # 0, azaz A(u,v) = c.

Legyen A € R egy tetszbleges valos szam. A bilinearis fliggvény elsé vélto-
z6jaban valo homogenitésa miatt (a definicio alapjan) kiemelhetjiik a A szorzot:

AAu,v) =X Au,v)=X-c

Mivel ¢ egy rogzitett, nullatol kiillonbozdé valos szam, ahogy a A paraméter vé-
gigfut a teljes valos szamhalmazon (R), gy a A - ¢ szorzat is felvesz minden
lehetséges valos értéket.

Ezzel belattuk, hogy amint a fliggvény értékkészlete tartalmaz egy nullatol
kiilonbo6z46 elemet, a linearitds miatt a teljes R tengelyt "kifesziti". ]



Feladat

Legyen V' egy bazisa by, bs, ..., b,. Hogyan valtozik egy A bilineéris fiiggvény
matrixa, ha a by és by bazisvektorokat felcseréljik?

Megoldas. Jeloljiik az eredeti bdazist B-vel. FEkkor a mdtriz elemei definicio
szerint: o;; = A(b;, b;j).

Az g bazisunk B' = {by, by, bs, ..., b,}. Az egyszeriség kedvéért jeloljik az
g bazis elemeit b-vel, ahol tehdt: b} = by, by = by, €s b, = by minden k > 3
esetén.

Az g, [A]p mdtriz elemei oi; = A(b}, 0)) lesznek. Szamitsuk ki a bal felsd
2 x 2-es blokk elemeit az 1y bdzisban:

e aj =A 5'1,5'1) = A(b2,b2) = ax

A(
004/21:Ab,b) (bl,b2>—0412
by) = A(

Ldthato, hogy a fddatlo elsd két eleme helyet cserélt, a mellékdatlo elemer pedig
tikrozddtek. Nézzik meg, mi torténik a tobbi elemmel (k > 3):

bi,b1) = an

o Az1j 1. sor elemei: o, = A(b],0,) = A(ba, by) = oy, (ez a régi 2. sor).
o Az1j 2. sor elemei: ab, = A(by,0,) = A(by,br) = auy, (ez a régi 1. sor).

o Ugyanez torténik az oszlopokndl is, hiszen A(D), b)) = age és A(b, by) =
1.

Koévetkeztetés: A bilinedris fiigguény mdtriza gy vdltozik, hogy az eredeti
mdatrizban fel kell cserélni az 1. és a 2. sort, valamint az 1. és a
2. oszlopot is. (A sor- és oszlopcesere elvégzésének sorrendje tetszéleges, a
végeredmény ugyanaz lesz).

Ortogonalizalas

Legyen V' tovébbra is egy véges dimenzios vektortér a valos test (R) folott.
Most azt vizsgaljuk, mikor létezik egy A bilinearis fliggvénynek ,szép” métrixa,
nevezetesen: mely A-khoz talalhato olyan bazis, amelyben A matrixa diagonalis
(azaz a f6atlon kiviil minden elem nulla)?
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Kideriil, hogy a linearis transzformacioknal tapasztaltakhoz képest itt joval ked-
vezGbb a helyzet. Kénnyen adoédik az az egyszert sziikséges feltétel, hogy az A
fiiggvény szimmetrikus legyen. Meglepd modon ez egyben elégséges feltétel is a
diagonalizalhatosédghoz.

Definicio

Egy A bilinearis fiiggvény szimmetrikus, ha minden uw,v € V-re A(u,v) =
A(v,u).

Tétel

Egy A bilinearis fiiggvény akkor és csak akkor szimmetrikus, ha (akérmelyik
béazisban felirt) matrixa szimmetrikus (azaz megegyezik a transzponaltjaval).

Most ratériink a diagonalizalhatosag kérdésére. ElGszor tegytik fel, hogy A-nak
létezik diagonélis matrixa. Mivel egy diagonalis matrix eleve szimmetrikus, igy
(az €l6z6 tétel alapjan) ekkor A-nak mindenesetre szimmetrikusnak kell lennie.
Mint a bevezetGben mér emlitettiik, a megforditas is igaz:

Tétel

Legyen A szimmetrikus bilinearis fiiggvény V-n. Ekkor létezik olyan bézis,
amelyben A matrixa diagonalis.

A diagonélis matrix pontosan azt jelenti, hogy a széban forgd cy, ..., c, bazis-
ban A(c;,¢j) = 0, ha i # j. Ha specidlisan a bilinearis fiiggvény a sik- vagy
térvektorok szokéasos skalarszorzata, akkor A(u,v) = 0 azt jelenti, hogy u és
v egymasra merdGlegesek, vagy — gorog-latin eredetii széval — ortogonalisak.
Ennek altaldnositasa a kovetkezd:

Definicio

Legyen A szimmetrikus bilineéris fliggvény. Az u,v € V vektorok A-ortogonalisak,
ha A(u,v) = 0.

Ennek alapjan az el6z6 tételt agy is megfogalmazhatjuk, hogy egy A szimmet-
rikus bilinearis fliggvényhez mindig talalhatéo A-ortogonalis bazis.
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Feladat

Legyen V = R3, az u, illetve v vektor komponenseit jelélje uy, us, us, illetve
vy, 09, v3. Keressiink A-ortogonalis bazist és diagonalis matrixot a kovetkezd
szimmetrikus bilineéris fliggvényhez:

A(u,v) = dugvy + 2uqvg + 2usvy + 2uivs + 2uzvy + 2usv3 + 2usvy

Megoldas. Eldszor irjuk fel a bilinedris fiigguvény mdatrizdt a szokdsos bdzisban
(E). A megadott A(u,v) képlet alapjin az elemeket az egyitthatokbdl kapjuk
(emlékezziink, hogy i # j esetén az egyitthatd a szimmetria miatt megoszlik,
pl. 2uivg + 2ugvy miatt g = g = 2):

[Alp =

DO DN~
N O DN
[anll \VR \Vj

A szimmetrikus bilinedris fiigguényhez tartozo kvadratikus alak:
q(z) = Az, ) = 427 + 4o179 + 421203 + 42073
Alkalmazzuk a Lagrange-féle teljes négyzetté kiegészités mdodszerét! Emeljik ki

az x1-et tartalmazo tagokbol a 4-et:

1 1\’
q(z) =4 (xf + 2122 + :1:1:1:3)+4a:2x3 =4 (9:1 + 5:1:2 + §x3> —x%—x§—2x2x3+4x2x3

Osszevonva a maradék tagokat:

L1y 11\’
alw) =1 (xl * 2" + §x3> — 23+ 215wy = 4 ($1 + 572 + 51'3) —(z9—13)*

Vezessiink be 1ij viltozokat (y1,y2,y3):

+1 +1
= —x —x
0N 1 5 2 23
Yo = Tg — I3

Ys = I3

Ezekkel az 1ij vdltozokkal a kvadratikus alak diagondlis: q(y) = 4y — y3 + 0y3.
A diagondlis mdtriz tehdt a vdltozok egyiitthatoibol dll:

40 0
A= [0 -1 0
0 0 0
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Az A-ortogondlis bazis (B = {b1, be,bs}) vektorait gy kapjuk meg, ha az ij
valtozokat visszafejtyiik, és kifejezziik az x1, xo, x3 vdltozokat az y1,ys,ys fiigg-
vényében.:

T3 = Y3
To =Yo + 23 =12+ Y3

1 1 1 1 1
561=y1—§$2—§$3=y1—§(y2+y3)—§y3=y1—§y2—y3

A bdzisvektorokat az egyenletek yy, ya, ys szerinti egyitthatdi adjdk (az dtmenet-
mdtriz oszlopai):

1 ~1/2 ~1
bi=(0], b= 1 |, b3=]1
0 0 1

Ezek a vektorok alkotjdk a keresett A-ortogondlis bazist.

Megoldas (Alternativ megoldés: Gram-Schmidt ortogonalizécioval). A Gram-
Schmudt ortogonalizdcios eljards a bilinedris fiigguényeknél arrdl szol, hogy eqy
eredeti bdazist lépésrdl lépésre gy "korrigdlunk”, hogy a végén mindegyik vektor
A-ortogondlis legyen egymdsra (azaz a figguény értéke barmely két kilonbozd
vektorra O legyen).

Az alapok: Mit tudunk?

A kiinduldsi pont a szokdsos bdzis (az x,y, z tengelyek iranyvektorai):

o bl = (1,O,O)T
e by=(0,1,0)
e b3 = (07 07 1)T

Az A(u,v) képletink:

A(u,v) = dugvy + 2uqvy + 2ugvy + 2uivs + 2uzvy + 2u9v3 + 2usvy
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1. Lépés: Az elsG vektor (cq)
A Gram-Schmidt eljards gy indul, hogy az elsd vektort megtartjuk eredeti for-
mdajdaban:
1
C1 = b1 = 0
0

Szamitsuk ki a figguény értékét ezen az elsé vektoron dnmagdval (u = c; és
v =c1). A képletbe helyettesitve csak az uy és vy nem nulla, az dsszes tobbi tag
kiesik:

A(Cl,Cl) =4-1-1=

2. Lépés: A masodik vektor (c;) meghatarozasa

A by vektort "korrigaljuk” a c1 vektorral eqy po1 szorzo segitségével:
Co = by + parcy

Olyan por1-et kerestink, amelyre teljesiil az ortogonalitis: A(ce,c1) = 0.
Bontsuk fel ezt az elvdrdst a bilinedris fligguény linearitisa szerint:

A(co,c1) = A(by + parci, 1) = A(bg, 1) + parA(cr,c1) =0

o A(by,c1): Behelyettesitve az u = (0,1,0)T és v = (1,0,0)T wvektorokat,
csak a 2usvy tag marad meg: 2-1-1=2.

o A(cy,c1) =4 (az el6z6 1épésbil).
Helyettesitsiik be ezeket az egyenletbe:

1
24pn-4=0 = dpn=-2 = P =35

Tehdt a masodik vektorunk:

] 0 1/2 —1/2
62252—5612 1 — 0 = 1
0 0 0
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3. Lépés: A harmadik vektor (c3) meghatarozasa

A harmadik vektorndl az eredeti bs-at korrigdljuk az elsé (c1) és a mdsodik (c3)
vektorral is, hogy mindkettdre ortogondlis legyen:

c3 = b3 + p31c1 + P32y
Két feltételink van:
1. A(es,cq) =0 (ebbdl kapjuk psi-et)
2. A(cs,co) =0 (ebbdl kapjuk psa-t)
Nézziik az elsd feltételt:
A (b3, c1) + p31Aler, ) =0
A képlet alapjan A(bs,c1) =2 (csak a 2uzv; marad meg). Igy:

1
24pn-d=0 = pu=-3

Nézziik a masodik feltételt:
A(bs, c2) + p3aA(ca,c2) =0

Behelyettesitve az u = by = (0,0,1)T és v = ¢y = (=1/2,1,0)T vektorokat a
képletbe, kapjuk, hogy A(bs,c2) = 1. Az A(co,co) értéke pedig —1.

L+pp-(-1)=0 = pp=1

Igy a harmadik vektor dsszedll:

. 0 1/2 12 .
03:b3—§cl—}—1-02: 0] — 0 + 1 = 1
1 0 0 1

Végiil a kapott diagondlis mdtrix féatldjiba az A(cy,c1) =4, az A(co, ) = —1
és az A(cs, c3) = 0 értékeket irjuk be:

0

—1
0

C —

S O
o o O
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Tétel és Algoritmus: A Gram-Schmidt ortogonalizacios el-
jaras

Tétel: Minden véges dimenzios vektortéren megadott szimmetrikus bilinedris
fiigguényhez megkonstrudlhato eqy A-ortogondlis bdzis a Gram-Schmidt eljdards

segitségével (feltéve, hogy az eljdards sordn a normdldskor fellépd A(c;, c;) ska-
larok nem nulldk).

Az elyards lépései:

Legyen V' eqy n-dimenzios vektortér, és induljunk ki eqy tetszdleges by, bo, . . ., by,
bazisbol. Az uj, A-ortogondlis c1,co, ..., c, bdzist lépésrdl lépésre épityiik fel:

1. Elsé vektor: Az elsd bazisvektort vdltoztatds nélkil megtartjuk:

Clzbl

2. Mdsodik vektor: A mdsodik vektort igy keressiik, hogy az A-ortogondlis
legyen az elsdre:

cy = by + po1cy

Ahol a poy egyiitthatot az A(co, c1) = 0 feltételbdl fejezziik ki.

3. Altaldnos (k-adik) vektor: A k-adik vektort az eredeti by vektor és az
addig megkonstrudlt cq, . .., cp_1 vektorok linedris kombindciojaként allit-
Juk eld:

Cp = b + pric1 + Praca + -+ + Prk—1CK—1
Ahol a py; egyiitthatokat abbol az egyenletrendszerbdl kapjuk, amelyeket az
A(cg,c;) =0 (mindeni=1,2,... k — 1 esetén) feltételek adnak.

Megjegyzés: Az igy kapott c1, ca, . . ., ¢, vektorrendszer a téren eqy A-ortogondlis
bazist alkot. Ebben az uj bazisban a bilinedris fligguény mdtriza diagondlis lesz,
és a fédatlo elemei pontosan az A(c;, c;) értékek lesznek.

Feladat

Legyen S a szokdsos skaldrszorzat R*-ben. Jelélje egy dltaldnos u € R* vektor
komponenseit uy, us, us, wy. Adjunk meg S-ortogondlis bazist R* aldbbi alterén:
a) U=A{u|u =uy}
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Megoldas. Az U altérbe azok a vektorok tartoznak, amelyeknek az elsd és az
utolsd (negyedik) koordindtdja megegyezik. Egy tetszéleges u € U wvektor dltald-
nos alakja tehdt:

Uy 1 0 0

. U9 . 0 1 0

U = Uus = U1 0 + U9 0 + us 1
Uq 1 0 0

Ebbil azonnal latszik, hogy az U altér dimenzidja 3, és a fenti felbontds termé-
szetes modon ad eqy bdzist:

b1: ) b3:

_— O O =
(=)
[\}
I
O~ OO

SO = O

Mivel a feladat egy S-ortogondlis bdazis megtaldldsa (ahol S a szokdsos skaldr-
szorzat), ellendrizniink kell ezeknek a vektoroknak a pdaronkénti skaldrszorzatdt.
A szokdsos skalarszorzat a megfeleld koordindtdk szorzatanak dsszege:

e S(by,by) =1-0+0-14+0-0+1-0=0
o S(b1,b3)=1-0+0-04+0-14+1-0=0
e S(by,b3)=0-0+1-04+0-1+0-0=0

Muvel a vektorok paronként merdlegesek eqgymdsra, igy szerencsénk van: a leg-
kézenfekvébb mddon felirt bizis eleve ortogondlis! (Ha nem igy lett volna, most
kellene alkalmaznunk a Gram-Schmidt ortogonalizdcios eljardst ezekre a vekto-
rokra,).

A keresett S-ortogondlis bdzis tehdt:

C1 — Cy = Cy —

o= O O

_o O =
O O = O
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Feladat

Legyen V' a legfeljebb 4-edfoki valds egyiitthatds polinomok (beleértve a 0 polino-
mot is) szokdsos vektortere. Irjuk fel az aldbbi szimmetrikus bilinedris figguény
eqy diagondlis mdtrizdt, és adjunk 1s meg eqy A-ortogondlis bdzist.

A(f,9) = f(1)g(1)

Megoldas. A vektortér dimenzidja 5, hiszen eqy dltalanos legfeljebb 4-edfoki
polinom felirdsihoz 5 paraméter kell: p(x) = ag + a1x + asx® + azx® + asx’.

Tehdt 5 darab bazisvektorra (polinomra) lesz sziikségiink.

1. A bilinedris fiiggvény elemzése:
A megadott A(f,g) = f(1)g(1) figgvény nagyon specidlis. Ahhoz, hogy két
polinom A-ortogondlis leqgyen eqymdsra, az kell, hogy:

A(f,g) =0 = f(1)g(1)=0

Ez azt jelenti, hogy a szorzat csak akkor nulla, ha legalabb az eqyik polinom az
x =1 helyen O értéket vesz fel (azaz az 1 gyike a polinomnak).

Ha egy A-ortogondlis bdzist (cy, 1, Co,C3,Cq) keresiink, akkor barmely i # j
esetén c;(1)cj(1) = 0 kell, hogy teljesiilion. Ez csak gy lehetséges, ha legfeljebb
az eqyik bazispolinom behelyettesitési értéke nem nulla az x = 1 helyen, a tobb:
mand nulldat ad!

2. Az A-ortogondlis bdzis megkonstrudldsa okos vdlasztdssal:
Epitsik fel a bazisunkat ennek a felismerésnek a birtokdban!

Legyen az elsd polinomunk egy olyan eqyszerd polinom, ami nem nulla az
x =1 helyen. A legkézenfekvdbb vdlasztds az azonosan 1 konstans polinom:

cox)=1 = ¢(1)=1

A tébbi négy polinomnak olyannak kell lennie, hogy c;(1) = 0 teljesiljon rdjuk,
és eqyiitt a co-val linedrisan figgetlen rendszert (igy bazist) alkossanak. Mik a
legegyszeribb polinomok, amiknek az 1 gyoke?

c(x) =x — = ¢(1)=0
co(z) = 2° = (1) =0
c3(z) = 2° = «¢3(1)=0
cy(z) = 2? =  «(1)=0
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Ezek a polinomok kiilonbozd fokszamiak, igy garantdltan linedrisan fiigget-
lenek. A ¢y, c1, ca, c3,cq4 rendszer tehdt eqy bazist alkot V -ben. Mivel a ¢4, . .., c4
polinomok mind nullat adnak az x =1 helyen, a paronkénti A(c;, c;) szorzatok
garantdaltan nulldk lesznek. Kaptunk eqy A-ortogondlis bdzist!

3. A diagondlis mdtrix felirdsa:
A diagondlis mdtriz fédtldjaban a baziselemek énmagukkal vett A értékei (a
kvadratikus alak értékei) dllnak:

A(cp,c0) =cp(1) (1) =1-1=1

e Alcr,c)=ci(1)-cr(1) =0-0=
e A(ca,ca) = (1) -ca(1) =0-0 =
e Alcs,c3) =c3(1) - c3(1) =0-0=0
e Acs,ct) =cy(1)-cs(1) =0-0=

A szimmetrikus bilinedris fiiggvény diagondlis mdtriza ebben a bdzisban tehdt
eqy D X 5-0s mdtriz:

10000
000O0®O
C=100000
000O0®O
000O0¢O

Feladat: Ortogonalis bazis polinomok terén (folytatas)

b) Irjuk fel az aldbbi szimmetrikus bilinedris figguény eqy diagondlis mdtrizdt,
és adjunk is meqg eqy A-ortogondlis bdzist.

A(f,g) = az 2 egyiitthatdja az f(x)g(x) polinomban

Megoldas. 1. A bilinedris fliggvény kifejtése:
Irjuk fel a két dltaldnos legfeljebb 4-edfoki polinomot a szokdsos E = {1, z, 2%, a3, 21}
bazisban:

f(x) =ap+ a1z + asx?® + asx® + aqx’t

g(x) = by + biz + box® + bga® + by
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Szorozzuk dssze a két polinomot, de fokuszdljunk kizardlag azokra a tagokra,
amelyekbdl x? keletkezik! Ezt hdaromféleképpen kaphatunk:

e Konstans szorozva mdsodfokival: ag - bax® és asx® - by

o FElsdfoku szorozva elsdfokival: ayx - bix

Minden mds szorzat (pl. amiben x3 vagy x* szerepel) legaldbb harmadfokii lesz,

igy nem ad az ¥ egyiitthatdjihoz semmit. A bilinedris figguényiink tehdt pon-
tosan igy néz ki:
A(f,g) = aoba + a1by + azby

2. A fiiggvény mdtriza a szokdsos bdzisban:
A fenti képlet alapjan felirhatjuk az A madtrizdt o szokdsos bdzisban. Csak az
aoby, a1by és asby poziciokban lesz 1-es, mindenhol mdshol 0. Mivel a 3. és 4.
foki tagok egyiitthatoi (as,ay,bs,by) nem is szerepelnek a képletben, az ezekhez
tartozo sorok és oszlopok csupa nulldk lesznek:

00100
01000
Alp=110000
00000
00000

3. Az A-ortogondlis bdzis megkonstrudldsa:
A matriz alapjdn kénnyen "kitaldlhatjuk” a diagondlis alakot add bazist (co, c1, 2, C3,C4):

e A harmad- és negyedfoki tagok eleve "ldthatatlanok" a fligguény szamdra,
hiszen mindennel vett A-szorzatuk 0. Igy ezek maradhatnak a bdzisban:

cs(x) =2 és cylx)==x
Itt A(cs,c3) =0 és A(cy,cq) =0.

e Az x is mdr dnmagdban j6, hiszen csak dnmagdval szorozva ad x*-et, a
tobbivel (pl. konstanssal) nem.

c(x) ==

Itt A(Cl,Cl) = 1.
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o A gondot az1 és azx® "vegyes" szorzatai okozzdk (a mdtriz sarkaiban lévd

eqyesek). Ezt a szokdsos "Osszeg-kiilonbség" trikkel tudjuk szétvdlasztani:
vegyiik az 1 + 2% és 1 — 22 polinomokat!

co(r) =1+2> és co(x)=1— 22

Nézziik meg ezek onmagukkal vett szorzatdt:

(I+2)(1+2*)=1+22"+2" = Ay, cp) =2
(1-2))(1-2*)=1-22"+2* = A(x,e)=-2

Es eqymdssal vett szorzatukat (ortogonalitds ellendrzése):

(1+2))(1 -2 =1—2* = Al(c,c) =0

4. A végeredmény:
A taldlt A-ortogondlis bdzis tehdt:

B ={1+2% z, 1—2% 2 2}

A bilinedaris fiigguény diagondlis mdtriza ebben az ij bazisban az A(c;, ;) érté-
kekbdl all:

20 0 00
01 0 00O
C=100-200
00 0 0O
00 0 0O

Tétel

Béarmely A szimmetrikus bilinearis fiiggvénynek létezik olyan méatrixa, amely-
ben a {6atlo elemei csak az 1, a —1 és a 0 koziil keriilhetnek ki, a f6atlon kiviil
pedig minden elem 0.

Az ilyen méatrixot ad6 béazisban a bilinearis fliggvény az A(u,v) = > 1| giu;v;
alakra egyszertsodik, ahol ¢; = £1 vagy 0, és uq, ..., u,, illetve vy, ..., v, az u,
illetve v vektorok koordinatait jelolik.
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Feladatok
Kvadratikus alak

Definicio

Az A(x) = A(z,z) : V — R fiiggvényt az A bilinearis fiiggvényhez tartozo
kvadratikus alaknak nevezziik.

A kvadratikus alak tehat tulajdonképpen a bilineéris fiiggvény egy meg-
szoritdsa, amikor mindkét valtozo helyére azonos vektort frunk. igy minden
kvadratikus alak valamilyen bilinearis fliggvénybdl szarmazik

Most a kvadratikus alakok kiilonboz6 tipusainak az dttekintésére tériink ra. Bér-
mely kvadratikus alakra A(0) = 0. A t6bbi vektoron felvett értékektdl fiiggGen
a nem azonosan nulla kvadratikus alakokat (és ennek alapjan a szimmetrikus
bilinearis fliggvényeket) a kovetkezdképpen osztélyozzuk:

Definici6

Az A # 0 szimmetrikus bilinearis fiiggvényhez tartozo A kvadratikus alak:
(PD) pozitiv definit, ha minden z # 0-ra A(z) > 0;

(ND) negativ definit, ha minden 2 # O0-ra A(z) < 0;

(PSZ) pozitiv szemidefinit, ha minden z-re A(z) > 0, és van olyan x # 0,
hogy A(x) = 0;

(NSZ) negativ szemidefinit, ha minden z-re A(z) < 0, és van olyan z # 0,
hogy A(x) = 0; és végiil

(I) indefinit, ha A(z) felvesz pozitiv és negativ értéket is.
A kvadratikus alak jellege igen egyszertien leolvashato a bilinearis fliggvény

diagonalis matrixabol:

Tétel

Tekintsiik az A szimmetrikus bilinedris fliggvény egy diagonélis matrixat. Ekkor
A (illetve A) pontosan akkor:
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e azonosan nulla, ha a f6atl6 minden eleme nulla;
e pozitiv definit, ha a f64tl6 minden eleme pozitiv;
e negativ definit, ha a f64atl6 minden eleme negativ;

e pozitiv szemidefinit, ha a f6atloban van pozitiv és nulla elem is, de negativ
nincs;

e negativ szemidefinit, ha a f6atloban van negativ és nulla elem is, de pozitiv
nincs;

e indefinit, ha a fGatloban van pozitiv és negativ elem is.

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy a szimmetrikus bilinearis fiiggvények és a kvadratikus ala-
kok kozott kolecsonosen egyértelmi kapcsolat all fenn.

Bizonyitds. A definicio alapjan egy A szimmetrikus bilineéris fiiggvény
egyértelmtien meghatarozza az A(x) = A(z, x) kvadratikus alakot. A té-
tel igazolasdhoz azt kell megmutatnunk, hogy ez visszafelé is igaz: az
A kvadratikus alak ismeretében egyértelmien kiszamithatoé az eredeti
A(x,y) szimmetrikus bilinearis fiiggvény értéke barmely z,y € V vek-
torparra.

Tekintsiik az fl(az + y) kifejezést, és fejtsiik ki a bilineéris fiiggvény tulaj-
donsagai (linearitas) alapjan:

Alx+y)=Alx+y,x+y)=A(r,z) + A(z,y) + Ay, ) + Ay, y)

Mivel az A fiiggvény szimmetrikus, tudjuk, hogy A(z,y) = A(y,z).
Alkalmazva tovabba a kvadratikus alak definiciojat a megfelels tagok-
ra (A(z) = A(z,z) és A(y) = A(y,y)), az egyenlet a kivetkezéképpen
alakul: 3 ) .

Alr +y) = A(z) + 2A(z,y) + A(y)

Ebbdl az egyenlségbdl algebrai atrendezéssel kifejezhetjiik a keresett Az, y)

értéket: {
A(zy) = 5 |Ale+y) - Ax) - A(y)
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Ezt az Osszefliggést polarizaciés azonossagnak nevezziik. Mivel az
A (z,y) értéket kizarolag a kvadratikus alak segitségével allitottuk els, az
allitast igazoltuk. ]

Feladat

Legyen A az A szimmetrikus bilinearis fiiggvényhez tartozo kvadratikus alak.
a) Hogyan kaphatjuk meg A(A\x) értékét A(z)-bol?

Megoldas. A definicio szerint a kvadratikus alak a szimmetrikus bilinedris
fiigguény dnmagdval vett értéke:

A(z) = A(z, 2)

Helyettesitsiik be a Ax vektort ebbe a definicioba:

A(Ax) = A(Ax, Ax)

Muwvel az A egy bilinedris figguény, mindkét valtozojaban linedris. Ez azt
jelenti, hogy a skaldris szorzok (\) kiemelhetdk az elsd és a mdsodik argumen-
tumbol 1s:

1. Kiemeljik a M-t az elsd argumentumbol:
A(Az, \x) = MNA(x, \z)
2. Kiemeljik a M-t a mdsodik argumentumbaol 1s:
M (z,02) = X - MA(z,2) = N2 A(z, 2)
Visszairva a definiciot (A(z,z) = A(z)), megkapjuk a végeredményt:
A(\x) = N2 A(z)

Osszefoglalva: Egy kvadratikus alakba irt vektor \-szorosra nyijtdsa a
kvadratikus alak értékét a N négyzetével szorozza meg. Részben pontosan ez
a tulajdonsdg az oka annak, hogy ezeket a figgvényeket "kvadratikus" (azaz
négyzetes) alakoknak nevezzik!

23



Feladat: Kvadratikus alakok el6jeles négyzetosszeggé ala-
kitasa
Hozzuk a kivetkezds 3-dimenzios kvadratikus alakokat elGjeles négyzetosszeg (di-

agonalis) alakra:

a) q(z) = x119

b) q(x) = x129 + 2273
c) q(x) = x1x9 + ToT3 + X371
d) q(z) = 2% — 323 — 21129 + 27173 — 6T973

e) q(x) = 2} + 23 + 323 + 4139 + 23123 + 27073

Megoldas. a) q(xr) = x1x9
Muwvel nincs tisztan négyzetes tag, alkalmazzuk a szokdsos segéd-helyettesitést.
Legyen:

T1=Y1+Y2 €5 Ta=Y1— Y2
(A harmadik vdltozd egyszerien x3 = ys, bdr itt nem is szerepel). Behelyette-
sitve:

a(y) =+ 12) (1 — v2) = y1 — ¥3

Ezzel meg 1s kaptuk az eldjeles négyzetisszeget.

b) q(x) = x129 + 2973
Emeljik ki xo-t: q(x) = xo(x1 + x3). E2t egyetlen szorzatként foghatjuk fel.
Alkalmazzuk tjra a fenti trikkit, de most a két "tényezé" a x4 €s az (v1 + x3).

Legyen:
(x1+x3) + 29 1 1

Y1 = 5 = §$1 + §$2 + §$3
_($1+$3)—£L’2_1 1 1
Yo = 5 = 2$1 21?2 + 2363

Ezekkel az 1ij vdltozokkal az (A + B)(A — B) = A% — B? azonossdg alapjdn:
a(y) = yi — v

c) q(x) = 129 + Tox3 + T374
Szintén nincsenek négyzetes tagok. Vezessiink be 1ij vdltozokat az 1 és xo Szét-
valasztdsdra:

T1=Y1+ Y2, To=Y1— Y2, T3=1Y3
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Behelyettesitve:

q(y) = (Y1 +v2) (1 — v2) + (Y1 — y2)yz + y3(y1 + u2)
=yl — ys + 1Yz — Yys + Y13 + a3
=y} — U5 + 2013

Most egészitsiik ki teljes négyzetté az yi-et tartalmazd tagokat (y2 + 2uy1y3):

v+ 2u1ys = (1 +93)° — 3
Visszairva:
_ 2 2 9
q=(y+ys) —ys— ¥
Vezessiik be a végsd valtozokat: z1 = y1 + Y3, 20 = Yo, 23 = Y3.

q(2) = 71 — 73 — 73

d) q(x) = 23 — 323 — 221709 + 27123 — 62273
Itt van négyzetes tag (x2), igy eqybdl kezdhetjiik a kiegészitést. Gyijtsiik dssze
az x1-et tartalmazo tagokat:

P 2 2 2
] — 20129 + 20123 = (1 — T2 + T3)° — x5 — x5 + 20973

Helyettesitsiik ezt be az eredeti kifejezésbe, és vonjuk dssze a maradékot:

Q(.I) = (.171 — T+ x3)2 —.f% — 33?)) + 22913 —35[7% — 62913

kompenzdcid
= (11 — 29 + x3)% — 425 — dwom3 — 75
Vegyiik észre, hogy a maradék tagok pontosan kiadnak eqy teljes négyzetet:
—4x3 — dwows — 23 = — (423 + dwows + 23) = — (22 + 13)?
Igy a végsd alak (y1 = 21 — T3 + T3 €5 Yo = 229 + 13 vdlasztdssal):

aly) =y3 —y3

e) q(z) = 2% + 23 + 323 + 4x179 + 22173 + 23073
Guyijtsiik ki az x1-es tagokat:

T3 4 da 2 + 20103 = (11 + 209 + 13)? — 4a3 — 25 — daoay
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Helyettesitsik vissza:

q(x) = (1 + 229 + $3)2 — 4$§ — :L‘% — 4rox3 + x% + 33:% + 2913

= (21 + 29 + 23)? — 323 — 22913 + 203

Most egészitsiik ki az xo-t tartalmazd részt (kiemeljik a —3-at):

-3 :c2+gxx = —3 x+1:z: 2—1502 = -3 :z:+lsc 2+1x2
2 323 - 2 33 93 - 2 33 33

Ext visszairva és dsszevonva a megmaradt 2x3-tel:
: LY 4T
q(x) = (.Il + 2x9 + xg) — 3|z + §$3 + §x3

Uj wviltozokat bevezetve (y, = x1 + 229 + T3, Yo = Ty + %1‘3, Y3 = x3):

7
q(y) =y; — 3y3 + §Y§
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