Fuklideszi terek

Linearis algebra

Euklideszi terek

Eddig a vektorterekben csak az Osszeadast és a skalarral valo szorzast ismertiik. Nem volt
eszkOziink arra, hogy megmérjiik egy vektor "hosszat", vagy két vektor "hajlasszogét". Ezt a
hidnyosségot potolja a skalarszorzat bevezetése, amely visszahozza a klasszikus geometriat az
absztrakt terekbe.

Definicid

Euklideszi térnek neveziink egy olyan (valos) V' vektorteret, amely el van latva egy skalar-
szorzattal (més néven bels§ szorzattal).

Definicio: Skalarszorzat (koordinatas alak)

Legyen eq,...,e, egy rogzitett bazis a V vektortérben. Ekkor az adott bézis szerint vett
skalarszorzaton (mas szohasznalattal: skalaris szorzaton, belsd szorzaton) azt az S : V xV —
R fliggvényt értjiik, amely két vektorhoz a koordinataik szorzatosszegét rendeli.

Két vektor skalarszorzatat a kozéjiik irt ponttal fogjuk jelolni:

X1 V4

1 n
S,z)=z-z=|: |-|:]|=D 2z
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T Zn

Megjegyzés: Vegylik észre, hogy ez valéjaban egy nagyon specialis bilinearis fliggvény! Ha
felirnank a matrixat a szokasos bazisban, az pontosan az egységmatrix (egy diagonalis méatrix,
csupa 1-essel a fgatloban) lenne.

Definici6é: Ortonormalt rendszer és bazis

Az ey, ..., e, vektorokat ortonormalt rendszernek nevezziik, ha paronként merdlegesek egy-
mésra és mindegyik hossza 1. Formaélisan a skalarszorzatukkal felirva:

0, hait#j
67;'6‘:
! 1, hai=j

(Ezt a jelolést gyakran Kronecker-deltanak, d;;-nek is hivjak).
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Ha az e; vektorok ortonormaélt rendszert alkotnak, és emellett bazist is alkotnak a V' vektor-
térben, akkor ortonormalt bazisrél (ONB) beszéliink.

Tétel (Kiegészithetdség):

Ha az euklideszi tér skalarszorzatat egy bazis megadésaval jeloltiik ki (mint az el6z6 defini-
cibban), akkor ez a kiindulé bézis mindenképpen ortonormalt lesz, de rajta kiviil rengeteg
masik ortonormalt bazis is létezik. S&t, tetszéleges ortonormalt rendszer kiegészithetd teljes
ortonormalt bazissa. Ez a tulajdonsag kozvetleniil a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacios
eljarasbol adodik.

Definicio: Merdlegesség (Ortogonalitas)

Egy euklideszi térben az a és b vektorok merélegesek (vagy ortogonalisak), ha skalarszor-
zatuk nulla, azaz:
a-b=0

Ezt a geometriabol ismert moédon az a L b szimbolummal jeloljiik.

Megjegyzés: Ebbdl a definiciobol azonnal kovetkezik egy érdekes tulajdonsag: a nullvektor (0)
a tér minden vektorara mergleges, hiszen barmely v vektorral vett skalarszorzata 0 - v = 0.
Emellett az is igaz, hogy az egyetlen vektor, amely 6nmagara meréleges, az a nullvektor.

Feladat (8.1.1): Azonos skalarszorzatot definialé bazisok

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy R%-ben a szokasos egységvektorok (e, ez, e3,e4) és az alabbi
v1, U9, U3, Uy vektorok ugyanazt a skalarszorzatot definidljak:
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Megoldas:

Elméleti hattér: Egy adott bazissal gy definidlunk skalarszorzatot, hogy a bazis vekto-
rait ortonormaltnak (paronként merdlegesnek és egységnyi hosszunak) tekintjiik. Ahhoz, hogy
a v, ..., vy rendszer ugyanazt a skalarszorzatot definidlja, mint a szokasos béazis, elegendd be-
latnunk, hogy a v; vektorok a szokasos skalarszorzatra nézve egy ortonormalt bazist (ONB)
alkotnak.

Ehhez két dolgot kell ellenérizniink:

1. Minden vektor hossza (normaja) 1.

2. A vektorok paronként merdlegesek egymasra (skalarszorzatuk 0).



1. A norméak (hossztasagok) ellendrzése:
A vektorok hossza 6nmagukkal vett skalarszorzatuk négyzetgyoke. Mivel minden v; vektor négy
darab j:% komponenst tartalmaz, a négyzetosszegiik mindig ugyanaz lesz:

”U'HQ_U' Vs = il 2_|_ :tl 2"r‘ j:l 2_|_ :]:l 2—1+l+1+1—1
T2 2 2 2) 4 4 4 4

Tehat ||vi|| = [Jv2]] = ||vs]| = |lva| = 1. A vektorok norméaltak.

2. A merdlegesség (ortogonalitas) ellendrzése:
Nézziik meg a paronkénti skalarszorzatokat. Két ilyen vektor szorzatakor az azonos elGjelid
poziciok —|—%—et, az ellentétes elGjeltiek —}L—et adnak.

o (- () ()
o (0 ()- () (-
o (- ()- () (-
o (- ()- () (-
o (94 ()-()- ()
oo (- () ) (-

A vektorok paronként merdlegesek egymaésra.

Kovetkeztetés:
Mivel a négy vektor paronként merdleges és egységnyi hosszt, az R* térben egy ortonormélt
bézist alkotnak. Ebbdl kévetkezik, hogy a rajuk épitett koordinatas skalarszorzat megegyezik
a szokasos egységvektorok altal definialt szokéasos skalarszorzattal. Az allitast bebizonyitottuk.

Tétel: Ortogonalis vektorok linearis fiiggetlensége

Allitas: Egy euklideszi térben paronként mersleges, nemnulla vektorok rendszere sziikségkép-
pen linearisan fiiggetlen.

Bizonyitas:
Legyenek vy, v, ..., v a V euklideszi tér nullvektortol kiillonb6z6, paronként meréleges vektorai.
Ez formalisan két feltételt jelent:

1. Nemnulla vektorok: ||v;]|* = v; - v; > 0 minden i-re.

2. Paronként merélegesek: v; - v; = 0 minden ¢ # j esetén.

A lineéaris fliggetlenség definicioja szerint azt kell megmutatnunk, hogy a vektorokbol felirt
nullvektort ado linearis kombinéciéban az egyiitthatok csakis nullak lehetnek. Irjuk fel ezt a
linearis kombinaciot:

>\1U1+/\2U2+"'+)\kvk:Q



Most jon a "varazslat": szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat skalarisan egy tetszélege-
sen kivalasztott v; vektorral (ahol 1 < j < k)! A skalarszorzat linearitasat (disztributivitasat)
kihasznélva tagonként szorozhatunk:

(Alfvl_i__‘_)\ij_i__i_)\kvk)vJ:QfUJ

Al(vl-vj)+'~-—|—)\j(vj~vj)+~~—|—>\k(vk-vj):0

Mivel a vektoraink paronként merdlegesek, minden olyan szorzat, ahol az indexek eltérnek
(i # j), nullava valik (v; - v; = 0). Az egész hosszt Osszeghdl egyetlenegy tag éli tul a szorzést:
a j-edik tag!
Aj(vj-v;) =0

Tudjuk, hogy v; - v; = [|vy]|*. ,
Ajllvil* =0

Mivel feltettiik, hogy egyik vektor sem a nullvektor, a hosszuk négyzete szigortian pozitiv
(Jlv;]|* > 0). Egy szorzat pedig csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. Ebbol
egyenesen kovetkezik, hogy:

)\j - O

Mivel a v; vektort teljesen tetszélegesen valasztottuk ki a rendszerbdl, ez a gondolatmenet
minden egyes indexre elmondhat6. Tehat A\ =0, =0,..., A\ = 0.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a nullvektort csak a trivilis (csupa nulla egyiitthatos) lineéris
kombinacioval lehet elGallitani, azaz a vektorok linearisan fiiggetlenek. B

Definicié: Vektor hossza (Normaéaja)

Egy euklideszi térben az x vektor hosszan (vagy normajan, abszolut értékén) az 6nmagaval
vett skalarszorzatanak a négyzetgyokét értjik.

A skalarszorzat definicioja szerint ezt tgy kapjuk meg, hogy az x egy ortonormaélt bazisban
vett koordinatainak négyzetosszegébdl négyzetgyokot vonunk. Az x vektor hosszat ||z||-szel
jelsljiik.

Osszefoglalva:
n
|zl = Va-z = | > a3
i=1
ahol z1, ..., 2, az x vektor koordinatai egy ortonormélt bazisban.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ez a képlet pontosan a Pitagorasz-tétel altalanositasa n
dimenziéra! Ez is jol mutatja, hogy miért annyira kényelmes ortonormalt béazisokkal dolgozni:
az absztrakt vektorterekben is megérzik a klasszikus geometria jol ismert és konnyen szamolhato
tulajdonsagait.

Tétel: A vektorhossz (norma) tulajdonsagai

Egy V euklideszi térben a vektorok hosszara (norméjara) a kovetkezd alapvetd tulajdonsagok
teljestilnek:



(N1) Pozitiv definitség: Minden = € V' vektor esetén ||z| > 0, és
|z]| =0 <= =0

(Geometriai jelentés: Egyetlen szakasznak sincs negativ hossza, €s csakis a nullvektornak
nulla a hossza.)

(N2) Abszolit homogenitas: Minden x € V' vektorra és A € R skalarra:
[Az]] = Al - [l

(Geometriai jelentés: Ha egy vektort a \-szorosdra nyiujtunk, a hossza az eredeti hossz
|A|-szorosa lesz. Az abszolut érték azért kell, mert egy vektor —2-szeresének a hossza is a
2-szeresére nd, nem a —2-szeresére!)

(N3) Haromszo6g-egyenlStlenség: Minden z, z € V' vektor esetén:
2+ 2| < fll| + [|=]

(Geometriai jelentés: Bdrmely hdromszégben egy oldal hossza sosem lehet nagyobb, mint
a masik két oldal hosszinak dsszege. Két pont kozitt a legrovidebb it az egyenes.)

Definici6: Normalt vektortér

Egy R feletti V' vektorteret normalt térnek (vagy norméalt vektortérnek) neveziink, ha ér-
telmezve van rajta egy || - || : V — R norma (hosszuséagfiiggvény), amely minden vektorra
rendelkezik a korabban kimondott harom alapvetd tulajdonsaggal.

Definicié
Egy normalt térben két vektor tévolsagan a kiilonbségvektoruk hosszat értjiik. Az x és z

vektorok tavolsdgat r(z, z)-vel jeloljiik. Igy:

r(z,2) = [lo - 2|

Definici6: Vektorok altal kozbezart szog
Ha z és z egy euklideszi tér nullatol kiillonboz6 vektorai, akkor a kozbezart szogiikon azt a
0 < ¢ < 7 szoget értjiik, amelyre:

Tz

0s(e) = e

A fenti definici6 csak akkor értelmez valoban szoget, ha a cos(p)-re megadott kifejezés —1 és
+1 kozé esik.



Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség)

Egy euklideszi tér barmely x és z vektorara fennall az
- 2 < ]| - | 2]]

egyenlGtlenség. EgyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha az x és z linearisan Osszefiiggsk
(azaz az egyik a masiknak skalarszorosa).

Példa: Ortonormalt bazis elemeinek tavolsaga

Kérdés: Mennyi egy euklideszi térben egy ortonormélt bazis két (kiilonb6zs) elemének a
tavolsaga?

Megoldas:

Legyen az ortonormalt bazis (ONB) két kiilonb6z6 eleme e; és e; (ahol ¢ # j). A definicio
szerint réluk a kovetkezdket tudjuk:

1. Normaltak (hosszuk 1): |le;|| =1 és |lej]| =1
2. Merd6legesek (skalarszorzatuk nulla): e; - e; =0

A két vektor tavolsaga a kiilonbségiik hossza, azaz r(e;,e;) = |le; — e;]|. Szamoljuk ki a
tavolsag négyzetét tgy, hogy a normat atirjuk onmagaval vett skalérszorzatté, majd felbontjuk
a zardjeleket (a skalarszorzat disztributiv tulajdonsagat és szimmetriajat hasznalva):

le: — e1I* = (e —ey) (e —¢;)
= (ei-e) = (ei-e5) = (e~ &) + (e ¢))
= |le ||2 2(e; - e5) + lles®

Helyettesitsiik be a kezdeti ONB tulajdonségokat az egyenletbe:
lei — e[ =1 =2(0)+ 12 =1+1=2
Mivel a tavolsag négyzete 2, magat a tavolsidgot gyckvonassal kapjuk meg:

lei — &5l = V2

Kowvetkeztetés: Egy euklideszi térben barmely ortonormalt bazis barmely két kiilonb6z6 eleme
kozotti tavolsag pontosan v/2, fiiggetleniil a tér dimenzidszamatol.

Feladat: Vektorok kézbezart szoge R*-ben

Feladat: Milyen szoget zarnak be az R* szokésos euklideszi térben az alabbi vektorok?

a) x= és Yy =

[ Y S

1
1
1
1



Megoldas:

A vektorok kozbezart szogét a cos(p) = m képlettel szamoljuk ki.
a) eset:

e Skalarszorzat: x-y=1-1+1-14+1-141-0=3

e Normék: ||z|| = vVI2+ 12+ 12+ 12=4=26s |ly]| =vVI2+ 12+ 124+ 02 =3

V3

e Képletbe helyettesitve: cos(y) = % =¥

o A kozbezéart szog: ¢ = 30° = ¢

b) eset:
e Skalarszorzat: z-y=1-(-1)+1-(-1)+1-(-1)+1-(-1)=—4

e Nommak: o] = vA =2, és [ly| = /{12 + (-2 + (1P 1 (12 = vi=2

e Képletbe helyettesitve: cos(y) = % = —% =1

o A kozbezart szog: p = 180° = 1 (A két vektor pdrhuzamos, de ellentétes irdnyi)

c) eset:
e Skalarszorzat: x‘y:1-0+\/§-1+1-\/§+0~1:0+\/§+\/§+O:2\/§
e Normilk: [l2]| = /12 + (v2)? + 12+ 02 = I F 2+ L1 0= Vi =2
lyll = 02+ 12 4 (V22 + 12 = O F T F 27 1= Vi=2
V3
2

2
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e Képletbe helyettesitve: cos(y) =

[\

-2

o A kozbezért szog: ¢ = 45° = 7




Feladat: 4-dimenzi6s kocka (tesszerakt) tulajdonsagai

Feladat: Tekintsiink az R* szokésos euklideszi térben egy egységnyi oldalt kockt.
a) Hatarozzuk meg a csucsok, az élek és a testatlok szamat.
b) Milyen hosszuak a testatlok?
c) Milyen szoget zar be egy testatlo egy éllel?
d) Milyen szoget zar be két testatlo?

e) Mennyi a kocka koré, illetve a kockdba irt (4-dimenzios) gomb sugara?

Megoldas:

Az egységkockat elhelyezhetjiik a koordinata-rendszerben tgy, hogy egyik csiicsa az origo-
ban legyen, az élei pedig a koordinatatengelyekre illeszkedjenek. Ekkor a kocka csiicsainak
koordinatai csupa 0 vagy 1 értékbdl allnak: (zq,x2, 23, x4), ahol z; € {0, 1}.

a) Csucsok, élek és testatlok szama:

e Csucsok: Minden koordinata 2-féleképpen vélaszthato (0 vagy 1), igy a lehetséges csu-
csok széama 21 = 16.

e Elek: Minden csticsbol 4 ¢l indul ki (a 4 dimenzi6 tengelyeivel parhuzamosan). Mivel
minden él pontosan 2 cstucsot kot Ossze, az élek szama: % = 32.

e Testatlok: A testatlo a kocka pontkézéppontosan atellenes csticsait koti ossze (vagyis
azokat, ahol minden koordinata eltérs, pl. (0,0,0,0) és (1,1,1,1)). A 16 csucs 8 ilyen
part alkot, igy Osszesen 8 testatld van.

b) Testatlok hossza:
A testatlo hossza két atellenes csucs tavolsaga. Vegyiik a (0,0,0,0) és az (1,1,1,1) cstcsokat.
A kiilonbségvektoruk d = (1,1,1, 1). Ennek hossza a pitagorasz-tétel 4D-s véaltozataval:

ld| = V12 + 12+ 12+ 12=V4=2

c) Szog testatlo és él kozott:
A testatlo iranyvektora legyen d = (1,1,1,1). Egy az origobol indulé él iranyvektora (példaul
az x1-tengely mentén) legyen e = (1,0,0,0). Alkalmazzuk a szogképletet:

_dee  1-141-041-0+1-0 1
]} - lle] 2-1 2

cos(p)

Ebbdl az €l és a testatlo altal bezart szog: p = 60° = 3.

d) Szog két testatld kozott:

Két testatlo (egyenes) szogének meghatarozasdhoz vizsgaljuk meg az iranyvektoraikat. Egy
alap testatlo vektora: d; = (1,1,1,1). Egy téle kiilonb6z6 masik testatld irdanyvektora olyan,
hogy legalabb egy koordinataja eltér (vagyis —1 lenne origo-kozépponti elhelyezés esetén). Az
egyszerlség kedvéért az iranyvektorok koordinatait +1-ként kezelhetjiik:



e Ha 1 koordinata el6jele tér el (pl. dy = (1,1,1,—1)), a skalarszorzat: 1-14+1-141-1+
1-(~1)=2.

Ekkor cos(p) = 5 = 3, ami 60°-0s szoget jelent.

e Ha 2 koordinata elGjele tér el (pl. d3 = (1,1,—1,—1)), a skalarszorzat: 1-1+1-1+1-
(-1)+1-(-1)=0.
Ekkor cos(p) = 5% = 0, ami 90°-0s szoget (merdlegességet) jelent.

A t6bbi eset a fentiek egyenesek altal bezart kiegészité szoge. Barmely két testatlo tehat
egymassal vagy 60°-os, vagy 90°-os szoget zar be.

e) G6mbdk sugara:

e Kocka koreé irt géomb sugara (R): Ez megegyezik a kocka kozéppontjatol barmelyik
csucsaig mért tavolsaggal. Mivel a kdzéppont pont felezi a testatlot, a sugar a testatlo

hossza osztva kettével: R = % =1.

e Kockaba irt gobmb sugara (7): Ez megegyezik a kocka kézéppontjatol a 3-dimenzids
hatarolé "lapok" (hiperlapok) kézéppontjaig mért merdleges tavolsdggal. Ez megegyezik
az élhossz felével: r = %

Feladat: Ortonormalt bazisra vonatkoz6 azonossagok

Feladat: Legyen ey, ..., e, egy euklideszi tér ortonormalt bazisa. Igazoljuk az aldbbi azonos-
sagokat!

a) z=) 7 (¢ T)e;
b) x-z=37"_(z-¢)(e;2)

c) Parseval-formula: |z[* =377, [z - ¢;[?

Megoldas:

a) azonossag bizonyitasa:
Mivel eq, ..., e, bazis a térben, barmely x vektor egyértelmtien felirhat6 a bazisvektorok linearis
kombinécidjaként valamilyen \; egyiitthatokkal:

n
r = E )\iei
=1

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat (balrol) egy tetszéleges e; béazisvektorral:

x=e;- (Z)\ ez) = Zki(ej

Mivel a bézis ortonormélt, az e; - e; szorzat értéke 0, ha ¢ # j, és 1, ha ¢ = j. A szummébol
tehat kizarolag a j-edik tag marad meg:

ej'l’:)\j'].:)\j
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Ezeket az egyiitthatokat (a Fourier-egytitthatokat) visszahelyettesitve a linearis kombinacioba,
megkapjuk a bizonyitando allitast:

x =) (e X)e;

j=1

b) azonossag bizonyitasa:
Irjuk fel az x és z vektorokat bazisvektorok linearis kombinacidjaként. Az indexelést valasszuk
kiilon az atlathatosag kedvéért:

n n

r = Z(:c ce)e; s oz = Z(ej - 2)e;

i=1 j=1

Képezziik a két vektor skalarszorzatat, kihasznalva a linearitast:

T-z= <Z(x'€i)ei> : <Z(€j'2)€j> =)D (w-ele; - 2)(ei-ey)

i=1 j=1 i=1 j=1

Az ortonormalitas miatt az e; - e; szorzat csak ¢ = j esetén 1, minden més esetben 0. A dupla
0sszegbdl igy csak azok a tagok maradnak meg, ahol az indexek megegyeznek:

n

x-z=Y (x-e)(e;-2)

j=1

c) azonossag (Parseval-formula) bizonyitasa:
A Parseval-formula a b) &llitas specialis esete, amikor a vektort énmagéaval szorozzuk (z = x).
Helyettesitsiink z helyére z-et a b) pont eredményébe:

n

r-T = Z(i’?'ej)(ej'x)

Jj=1

Mivel valos euklideszi térben a skalarszorzat kommutativ, (e;-z) = (z-e;), igy a tagok szorzata
(z - €)%, ami minden val6s szam esetén megegyezik az abszolut érték négyzetével, |z - e;|*-tel.
(Ez a jelolés megdrzi az érvényességét a komplex unitér terekben is).

Mivel a definicio szerint ||z||* = z - z, azonnal adodik a formula:

n
x| = x - e
j=1
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