Kvadtratikus alak

Linearis algebra

Kvadratikus alakok diagonalizilasa: Részletes levezetések

a) q(r) = r1my

Megoldas:

A probléma: Nincs tisztan négyzetes tag, csak egy vegyes szorzat, igy nem tudjuk elkezdeni
a hagyomanyos teljes négyzetté alakitéast.
A triikk: Ilyenkor alkalmazzuk a standard segéd-helyettesitést, amely az (A + B)(A — B) =
A? — B? azonossagra épiil. Vezessiink be 1j valtozokat:

T1=y1+Y € Ta=Y1— Y
Helyettesitsiik be ezeket az eredeti kifejezésbe:

q(y) = (y1 +y2)(y1 — 1)

A szorzast elvégezve a vegyes tagok kiesnek, és azonnal megkapjuk a diagonalis alakot (amely
egy indefinit nyeregfeliiletet ir le):

aly) =y: —y3

b) q(z) = z129 + w013

Megoldas:

A probléma: Szintén nincs egyetlen tiszta négyzetes tagunk sem.
A triikk: Vegyiik észre, hogy az xs mindkét tagban szerepel. Emeljiik ki!
q(z) = zo(x1 + 3)

Most ez pontosan gy néz ki, mint az el6z6 feladatban egy szorzat, amelyre alkalmazhatjuk az
A-B= (AJ“TB)Q — (A_TB)Q algebrai azonossagot. Legyen A = x1+x3 és B = x9. Behelyettesitve:

I1+ZL'3+I2 2 l'1+$3—l‘2 2
=) "=

Bevezetjiik az 1j valtozokat a zardjelek tartalmara:

—1—1 —1—1 L L —1—1
= —x -z —T = —r — =% —T
n 21 22 23, Y2 21 22 23



A diagonalis alak tehat:

c) q(z) = 129 + o3 + T374

Megoldas:

A probléma: Nincsenek négyzetes tagok, és most kiemelni sem tudunk olyan egyszertien,
mint a b) pontban.
A triikk: Mesterségesen kell gyartanunk egy négyzetes tagot a segéd-helyettesitéssel. Bontsuk
szét az els6 tagot:
Ty =21+ 22, To=2]— 2, I3=23

Helyettesitsiik be ezeket az eredeti képletbe, az alairasok mutatjak, melyik tag mibdél szarmazik:

q(z) = (21 + 22)(21 — 22) + (21 — 22) 23 + 23(21 + 22)

~~ ~~ ~~
r1x2 r2x3 3T

Felbontva a zarojeleket és Gsszevonva a tagokat (a 2023 kiesik):
q(2) = (21 — 23) + (2123 — 2223) + (2123 + 2223) = 2] — 25 + 22123

A kiegészités: Lett egy 2? tagunk! Emeljiik ki a z;-et tartalmazo tagokat (22 + 2z123), és
alakitsuk teljes négyzetté:
24222 = (21 + 23)° — 23

Ezt visszairjuk a kifejezésbe a megmaradt —z3 mellé:
q=(z1+2)"— 2 — 2
Az 4j valtozok elnevezésével (y; = 21 + 23, Yo = 22, Y3 = 23) a végeredmény:

aly)=yi—vys -3

d) q(z) = 22 — 323 — 22119 + 27173 — 62973

Megoldas:

A modszer: Itt van négyzetes tag (2?), igy egybdl kezdhetjiik a kiegészitést. Gydjtsiink
ossze mindent, amiben z; van: x? — 2x129 + 22173, Ezt a (71 — 20 + [L’3)2 kifejtésébdl kaphatjuk
meg. Kompenzéljunk a "felesleges" tagokkal:

x] — 23129 + 27173 = (11 — 79 + 73)% — X5 — 23 + 27073
Helyettesitsiik vissza a maradékkal (—3z3 — 6xq23) egyiitt:

q(z) = (1 — 22 + x3)2\—a:§ — xg + 2x2x§\—3x§ — 6x2x§

kompenzacio eredeti maradék
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Vonjuk 0ssze a maradékot:
—472 — Avows — 23 = — (423 + daoxs + 23) = — (229 + 13)°
Ezzel meg is vagyunk. Az y; = x1 — oo + 13 éS yo = 219 + x3 valasztassal:

ay) =vyi - vy3

e) q(x) = a3 + x5 + 373 + 4w 19 + 27173 + 27973

Megoldas:

A modszer: Szisztematikusan végigmegylink a valtozokon. Kezdjik az x;-es tagokkal
(22 + 4179 + 271 73):

o] + 411y + 27173 = (1 + 229 + 13)° — das — 23 — dT0T3
Visszahelyettesitve és a maradékot Gsszevonva:

q(x) = (z1 + 229 + 13)* —425 — 25 — ATox3 +25 + 375 + 22273

' vV
kompenzacio eredeti maradék

q(z) = (v1 + 272 + x3)* — 3735 — 27973 + 273

Most ismétlgdik az algoritmus a maradékra. Emeljik ki a —3-at az x,-t tartalmazo tagokbol:

2 2
=33+ 21'21‘3 =-=3|(x2+ 1.2U3 — 1x2 =322+ 11’3 + le
203 3 977 3 377

Ezt a kifejtést tegyiik vissza az eredeti egyenletbe, ahol még ott var a +2z3:

1 \* 1
q(x) = (5(31 + 2I2 + .7,‘3)2 -3 <I2 + 51’3) + §I§ + 2I§

Mivel % +2 = g, az 1j valtozokat bevezetve (y; = x1 + 2x9 + x3, Yo = To + %Zl’g, ys = T3) a
végeredmény:
7

aly) =y? —3y3 + §Y§

Feladat: Ortogonalis bazis keresése teljes négyzetté kiegészitéssel (Lagrange-
mobdszer)

Legyen V = R3, az u, illetve v vektor komponenseit jeldlje uy, ua, us, illetve vy, vo, v3. Keressiink
A-ortogonélis bazist és diagonalis méatrixot a kovetkezd szimmetrikus bilinearis fiiggvényhez:

A(u,v) = dugvy + 2u1ve + 2ugv; 4 2uqv3 + 2uzv; + 2usvs + 2uzv9
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Megoldas:

A feladatot a Gram—Schmidt eljaras helyett most a Lagrange-féle teljes négyzetté kiegészi-
téssel oldjuk meg. A két modszer elméletileg egyenértéki: a kvadratikus alak diagonalizalasat
elvégzs koordinata-transzformécioé inverze kozvetleniil megadja az ortogonalis bazisvektorokat.

1. 1épés: A kvadratikus alak felirasa és teljes négyzetté kiegészitése
A bilinearis fiiggvényhez tartozo kvadratikus alak (q(u) = A(u,u)):

q(u) = 4u? + duruy + dugus + 4ugus
Fogjuk Gssze az u; valtozot tartalmazo tagokat, és emeljlink ki 4-et:
q(u) =4 (u% + Ul + ulug) + duqus
A zarojelen beliili kifejezést teljes négyzetté egészitjiik ki. Tudjuk, hogy:

2 2 4 4 2

Ezt felhasznalva helyettesitsiink vissza, kompenzélva a hozzaadott tagokat:

2
1 1 g 1 5 1 1
Ul + =Us + =Us3 = U] + —Uy + TU3 + UUg + U U3 + ZUU3

q(u) =4

R 1, 1, 1 "y
u U U — Uy — —Uq — —U2U U2U
1 22 23 42 43 223 2W3

Beszorozva 4-gyel:

1 1\
q(u) =4 <u1 + §u2 + §u3) —ui— u% — 2uqus + 4usus
A 4-es szorzot bevissziik a négyzet ala (2-ként), és dsszevonjuk a maradékot:
q(u) = (2uy + uy + uz)® — uj + 2usuz — u3
A maradék részt (—u3 + 2ugusz — ul) teljes négyzetté alakitjuk (kiemelve egy minuszt):
q(u) = (2uy + uy + uz)® — (U3 — 2uguz + u3)
q(u) = (2uy + uy + uz)? — (uy — us)?
2. lépés: Az 1ij valtozok és a diagonalis matrix
Vezessiik be az 4j koordinatakat:

Y1 = 2uy + ug + us
Y2 = U2 — U3

y3 = uz (Mivel a harmadik négyzetes tag hianyzik, 0 - y3 fog szerepelni)
A kvadratikus alak diagonélis alakja:
aly) =yi - y3 +0y3

A keresett diagonalis matrix a féatloban 1évés egyiitthatokbol all:

1 0 0
D=10 -1 0
0 0 0

3. lépés: Az A-ortogonalis bazis meghatarozasa
A bazisvektorokat a koordinédta-transzformacié inverzébdl kapjuk meg. Fejezziik ki az eredeti
u; valtozokat az y; valtozokkal! Lépésrdl lépésre visszafelé haladva:
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L ug =ys
2. Upg =Ys+ Uz = Y2 + Y3
3. 2uy =y1—up—ug =y — (Y2 +¥ys) —Ys =1 — Y2 — 2ys = U = Y1 — 5Y2 — V3

Vektoros alakban felirva az u = y1¢1 + 202 + y3c3 kombinéciot:

w 1/2 —1/2 ~1
u | =y 0 | +u 1 +uys | 1
Us 0 0 1

A szorzotényezok oszlopvektorai adjak a keresett A-ortogonalis bézist:

1/2 ~1/2 —1
C1 = 0 , Cg = 1 s C3 = 1
0 0 1




