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1. Fermat szamok

Tekintsiik a 2% + 1 alaka szamokat:

2! +1 =3 prim

22 +1 =75 prim

23 +1 =9 nem prim
24 +1 =17 prim

2° + 1 = 33 nem prim
26 + 1 = 65 nem prim
27 +1 =129 nem prim
28 + 1 = 257 prim

1.1. Allitas. Ha k > 0 és 28 + 1 primszdm, akkor k kettéhatvdny.
1.1. Bizonyitas. Ha k = 2"-m alaki, ahol m pdratlan szdm, akkor 28 +1 =
(22n)m +1 oszthato 2%" + 1-gyel (nevezetes azonossdg), s igy kivetkezik, hogy

ez maga a Szam.

Az F, = 2%" + 1 alakt szamokat Fermat-szamoknak nevezziik.



1.1. Fermat prim

Fermat primek-nek nevezziik a p = 2* + 1 alaki, pontosabban a 22" 41
alakt primeket. A ma ismert Fermat-primek:

Fy=2"+1=3
=22 +1=5
F,=2241=17
Fy =22 41 =257
Fy =22 +1=65537

Pierre Fermat (1601-1665) francia matematikus egy 1640-ben {rott
levelében azt a sejtést fogalmazta meg, hogy az F,, szdmok mind pri-
mek. A sejtést 1732-ben Leonhard Euler céfolta azzal, hogy megmutatta:
Fy = 2% 41 = 4294967297 = 641 - 6700417 nem prim (Euler 1732)!

A sejtés olyannyira nem igaz, hogy mindmdéig nem taldltak tovabbi
Fermat-primeket, az ijabb sejtés, hogy nincs is tobb.

1.2. Fermat primek és szerkeszthetiség

A Fermat-primek azért is érdekesek, mert Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) egy nevezetes eredménye szerint pontosan azok a szabélyos n-szogek
szerkeszthet6k meg korzével és vonalzoval, amelyekre n egyenld 2 valamely
hatvanyanak és kiilonb6z6 Fermat-primeknek a szorzatéaval.

2. Mersenne szamok

Tekintsiik a kovetkezd szamokat:

M, =2'—1 =1 nem prim
M, = 2% —1 =3 prim

Ms =23 —1 =7 prim

M, =2* —1 =15 nem prim
Ms = 25 — 1 = 31 prim

Mg =25 —1 = 63 nem prim
M, =27 —1 =127 prim

De My; = 2" — 1 = 2047 nem prim (oszthato 89-cel és 23-mal).



Mersenne-szamoknak nevezziik a 2" — 1 alakban felirhaté szdmokat. Egyes
irodalmakban csak p prim kitevs esetén nevezik a szamot Mersenne-szamnak:
M,=2"—-1.

2.1. Mersenne-primek

Mersenne-primeknek nevezziik a 2™ — 1 alakban felirhaté primszamokat.
2.1. Allitas. Ha M, = 2" — 1 prim, akkor n primszdim.

2.1. Bizonyitas. Indirekt bizonyitds: teqgyiik fel, hogy n = ab dsszetett szdm
(a,b>1). Ekkor

M —1=2"%_1=29"-1=(29" -1

ami oszthato 2% — 1-gyel (nevezetes azonossdg), ami nagyobb 1-nél, és nem
eqyenld a szammal sem, tehdt valodi oszté - ami ellentmondds.

Az My, M3, M; és M; Mersenne-primeket mar az oOkorban ismerték.
Az M3, My; és Mg primeket P. A. Cataldi fedezte fel 1588-ban. Leon-
hard Euler nevéhez fiiz6dik az M3z, Mersenne-prim felfedezése 1750-ben.
T6ébb mint 100 éven at ez volt a legnagyobb ismert prim. 1876-ban E.
Lucas (1842-1891) megallapitotta, hogy Mjs; is prim - ez 39 szamjegyii:
170141183460469231731687303715884105727.

Tovabbi Mersenne—primek: Mﬁl, Mgg, M107, M521, M607, M12797 Mggog, Mgggl

Mindmdig nem ismert, hogy mely p primek esetén lesz M, prim, illet-
ve, hogy végtelen sok Mersenne-prim van-e.

A Mersenne-primek szoros kapcsolatban &llnak az tgynevezett tokéle-
tes szamokkal.

2.2. Marin Mersenne

Marin Mersenne (1588-1648) francia matematikus, minorita szerzetes
volt, aki 1644-ben megadta az M, primek listajat, ahol p < 257. Szerin-
te p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 esetén kapunk M, primeket. De ez
p = 67,257 estén nem igaz, mésrészt kimaradtak a p = 61,89, 107 primek,
melyekre M, primszam.



2.3. Nagy primek keresése

1996-ban indult egy program, a Nagy internetes Mersenne-prim keresés
(Great Internet Mersenne Prime Search, GIMPS), melyben ma 240 ezer sze-
mélyi komputeren fut a kliensprogram, a kutatasban barki részt vehet. A
kutatas akkor fejez6dik be, ha valaki megtalalja az elsg, legalabb 100.000.000
szamjegybdl all6 Mersenne-primet.

1. Melyik igaz a kovetkezok koziil?

(a) cla+b=claésc|b
(b) cla+béscla—b=claésc|b
(c) claésd|b=cd]|ab.

2. Igazoljuk, hogy

(a) a—b|a"—b"
(b) a+b]|a™+b", han paratlan
(c) a+b|a™—b", han paros

3. Igazoljuk, hogy

(a) 13|14 -15100 — 53 . 7100
(b) 61 ‘ 52018 + 62018

4. Tgazoljuk, hogy 30 | 111t + 1212 + 133

5. Bizonyitsuk be, hogy ha 11 | 7a + 5b, akkor 11 | 9a + 8b

6. Bizonyitsuk be, hogy ha 23 | 5a + 9b, akkor 23 | 3a + 10b

7. Bizonyitsuk be, hogy n(n? + 5) oszthato 6-tal!

8. Bizonyitsuk be, hogy 27 + 37 oszthato 13-mal!

9. Lassuk be, hogy ha abc haromjegyii szam oszthato 37-tel, akkor bea is.

10. Igazoljuk, hogy 120 | 112 —1




11.

12.

13.
14.

15.

Hatarozzuk meg az Euklideszi algoritmussal 112 és 301 legnagyobb ko-
z6s osztojat! Irjuk 5l a legnagyobb kozos osztot 1122 + 301y alakban,
ahol z és y egész!

Hatarozzuk meg az Euklideszi algoritmussal 504 és 372 legnagyobb ko-
z6s osztojat! Irjuk 5l a legnagyobb kozos osztot 504x + 372y alakban,
ahol z és y egész!

Igazoljuk, hogy 19 | 36" — 26n

Dontsiik el, melyek primszamok az alabbiak koziil. Amelyik nem az,
annak adjunk meg egy osztojat.

a) 7% — 4%
b) 721 _|_421
C.) 2111111 + 1

Mely pozitiv n-ekre igaz, hogy n — 1| n? + 1
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