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1. Szamelmeélet

1.1. Elmélet

1.1. Definicié. Az f egységtil és 0-tol kiil6bozd szdmot felbonthatatlannak
nevezziik, ha csak gy bonthato fel két egész szam szorzatdra, hogy valamelyik
tényezd eqyséq, azaz:

f=ab = a wvagy b egyséy.
1.2. Definicié. A p egységtil és 0-tol kilonbozd szamot primszdmnak (prim-
nek) nevezzik, ha csak gy lehet osztdja két egész szdm szorzatanak, ha leg-
aldbb az eqyik tényezdnek osztoja, azaz

plab = pla vagy plb

1.1. Tétel. Az egész szamok kérében p akkor és csak akkor prim, ha felbont-
hatatlan.

1.2. Tétel (Kanoniks alak). Minden n > 1 egész szam felirhatd
n=pipsop =[] p
i=1

alakban, ahol p1,pa, ..., p, kilonbozd primek és o; > 0 egész. Ez a felirds a
Pt primhatvdnytényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.



1.3. Tétel (Osztdk szama). Az
n=prpst e
kanonikus alaki n egész szdm pozitiv osztoinak a szama.
d(n) = (a1 +1)(az +1) - (ar +1)

1.4. Tétel. Ha az a és b pozitiv egészek kanonikus alakja
— pMpl2 .. e b — Bi, B2 ., Br hol a. > 0.8 >0
a=py'py’ P es pypy-pys ahol a; 20,05 >0,

akkor

max(a1,81), max(az,B2) max(a,Br)

la,b] = p) 2 Sy

illetve . .
(a,0) = pr )

min (o, Br)

...pr

1.3. Definici6é (Euler-féle p-fiiggvény). Tetszdleges n pozitiv egész ese-
tén o(n) az 1,2, ...n szdmok kozil az n-hez relativ primek szamdt jelenti.

Példa: (1) =1, ¢(10) =4, ¢(n) =n—1, ha n prim.
Vilagos, hogy ¢(n) éppen a modulo n redukéalt maradékosztalyok szama. Az
n kanonikus alakjabol kénnyen kiszamithato p(n) értéke:

1.5. Tétel. Legyen n kanonikus alakja
n=prpsteeep = ﬁp?"s ahol a; >0
i1
Ekkor
p(n) = (P =77 o (= h) = H (P =)

Ezzel ekvivalens alak(ok):

A . 1 1
o) =T -0 =nJ] (1- 1) =T (1-1).
pln
ahol p prim.
1.6. Tétel (Euler-Fermat tétel).

(a,m)=1=a?"™ =1 (mod m)
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Tekintsiik most azt a specidlis esetet, amikor a modulus egy p primszam.
Ekkor ¢(p) = p — 1 alapjan a kivetkezo tételt kapjuk:

1.7. Tétel (A kis-Fermat tétel egyik alakja). Ha p prim és (a,p) = 1,
akkor

a”'=1 (mod p)

1.8. Tétel (A kis-Fermat tétel masik alakja). Ha p, akkor bdrmely a
eqész szamra

a’? =a (mod p)



1.2.
1.

2.

10.
11.

Gyakorlat
Hany osztoja van a 11 - 122 - 133 - 14* szamnak?

Melyik az a legkisebb n szam, amelyre
2
b.) d(n)=3
6

Keressiink egy olyan n szamot, amelyre d(n) =4 és d(n+ 1) = 5.

. Hatarozzuk meg azokat a p szamokat, amelyre p, p+2 és p+ 4 is prim.

Mely n szamokra lesz n* + 4 prim?

Mely p primekre lesz p? + 4 és p? + 6 is prim?

. Tekintsiik oszthatésagi szempontbol az S = {a + bv/2 : a,b € Z}

szamkort.

a.) Dontsiik el, hogy S-ben 12 — 7v/2 oszthato-e 3 + 44/2
b.) Igazoljuk, hogy S-ben 1 + /2 egység.

Hatarozzuk meg a 3,8,17, —17, 120, 54, —40, 236, 237 szamok legkisebb
nemnegativ maradékait modulo 117

Szamitsuk ki ¢(9)-et, ©(540)!
Mely n természetes szamokra teljesiil p(n) = 17

A gonosz boszorkany azt allitja, hogy a 109033 szamnak van egy 10000
és 15000 kozé es6 osztoja. Bizonyitsuk be, hogy hazudik!
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