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1. Linearis egyenletrendszerek

1.1. Gauss-eliminacid

1.1. Definici6é (Linearis egyenlet). Legyenek x1,xs,...x,, az ismeretle-
nek. Ekkor

a1x1 + aoXy + ... QT = b
ahol ismeretlenek szorzata nem szerepel, ai,as, ... ay,b szdmok.
1.2. Definici6é (Linearis egyenletrendszer). Tdbb linedris eqyenlet kozos

megolddsait keressiik. n egqyenletbdl dllo, m ismeretlenes eqyenletrendszer
dltaldnos jeldlése:

1121 + 12T + +++ + ATy, = bl
A21T1 + A22%9 + *++ + 2Ty, = b2
Ap1 21 + Gp2X2 + -+ - + ATy, = bn

Itt n egyenlet van és m ismeretlen.

1.1. Tétel (F3.1.2. Tétel). Ha egy k egyenletbil dlld n ismeretlenes line-
aris egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van, akkor n < k.



1.2. Homogén linearis egyenletrendszerek

1.3. Definicié. Egy linedris egyenletrendszer homogén, ha a jobb oldaldn
szerepld mindegyik b; nulldval egyenld. Trividlis megoldds: mindegyik isme-
retlen nulla.

1.2. Tétel (F3.1.4 Tétel). Ha egy homogén linedris eqyenletrendszerben az
egyenletek szdma kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor van nemtrividlis
megoldds.

s

1.1. Bizonyitas. Az el6zd tétel miatt nem lehet egyértelmid a megoldds, de
nem is ellentmonddsos, mert van (trividlis) megoldds. Ezért van legaldbb még
eqy megoldds.

Algoritmus lépései:

(1) Egy nem nulla egyiitthatot leosztéassal 1-re valtoztatunk, és bekarikaz-
zuk. Ez a vezéregyes.

(2) Az oszlopaban a t6bbi egyiitthatot kinullazzuk.

(3) Az (1)+(2)-t ismételjiik, de (1)-ben csak olyan egyiitthatot valasztha-
tunk, amely soraban és oszlopaban nincs karika.

(4) Ha ilyen mar nincs, akkor megallunk. Ezutéan:

(5) Ha van olyan sor, amelynek bal oldalan minden egyiitthato nulla, de
a jobb oldali b; nem, akkor az egyenletrendszer ellentmondésos, nincs
megoldasa. Ez egy tilos sor.

(6) Ha van olyan sor, amelynek bal oldalan minden egyiitthato nulla, és a
jobb oldali b; is nulla, akkor ezt a sort kihtuzzuk.

Megoldas leolvasasa

(7) Azokat az ismeretleneket, amelyek oszlopaban nincs karika, szabad val-
tozonak nevezziik. A t6bbi ismeretlen a kotott valtozo.

(8) Mindegyik kotott valtozo csak egyetlen egyenletben szerepel, és abban
az egyiitthatoja 1. Ezért a kotott valtozok kifejezhetSk a szabad valto-
zokkal.



Megoldasok szama

A szabad valtozoknak tetszéleges értéket adva egyértelmi megoldast ka-
punk. Igy, ha van szabad valtozo, akkor a megoldasok szama végtelen.
A megoldas akkor egyértelmt, ha az egyenletrendszer nem ellentmondésos,
és nincs szabad valtozo.

Példak
1. Oldjuk meg Gauss-eliminéacidval a kovetkezd egyenletrendszert!

T+ 25132 = 3
4x1 + bxo
733’1 + 81’2 =9

I
o

Ennek kibévitett matrixas:

1 2|3 1 2 3 1 213
4 5|6 |~ 0 -3| =6 |~ 0 1|2
7 819 0 —6]—12 0 00

Az utolsoé sor elhagyhato

1 23 1 0|-1
0 1]2 0 1| 2

Azaz a megoldas: 1 = —1,25 =2

2. Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval a kovetkezs egyenletrendszert!

x|+ xo + 2.1'3 =
41 + 4xo9 + bxs
7ZE1 + 7%2 + 8ZL‘3 = 10

Az egyenletrendszer kibévitett matrixa a kovetkez6képpen valtozik a
kikiisz6bolés sorén:

112 3 11 2 3 11 23
445, 6 | ~100 3] 6]~{001]2]~
77 8110 00 —6]—-11 0 0 01

Az utols6 sor miatt nincs megoldas!



3. Oldjuk meg Gauss-eliminacioval a kovetkezs egyenletrendszert!

r1+ 225+ 3x3 = 4

5r1 + 619 + Txg = 8
91 + 1025 + 1123 = 12
13z, + 1425 + 1523 = 16

A kovetkezdképp alakul a kikiiszobolés:

1 2 3] 4 1 2 3| 4 1 2 3|4
5 6 7| 8 0 —4 —8|-12 01 2|3
9 10 1112|710 -8 —-16/-24 7100 o0]0
13 14 15|16 0 —12 —24|—36 0000

A két utolsé sort elhagyhatjuk:

1 2 34 1 0 —1|-2
01 2|3 01 2| 3
Itt x3-ra semmilyen megkotés sem adodott, annak értéke tetszélegesen

megvalaszthatd. Ha xg értékét mar rogzitettiik, akkor ennek segitségé-
vel a masik két ismeretlen mar egyértelmien kifejezhets:

Ir1 = —2+CL’3

Ty = 3— 2.%3
Az egyenletrendszer Gsszes megoldasa tehat:

ry = —2—|—V

Ty = 3—2v
ahol v tetszGleges valos szam.
1.3. Tétel (F3.1.1). ~

1. Egy linedris egyenletrendszer kibdvitelt mdtriza elemi sorekvivalens
atalakitasokkal redukdlt lépcsds alakra hozhato.

II. Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhats meg, ha a (redukdlt)
lépcsds alakban nincs tilos sor.
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1v.

Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor egyértelmii a megolddsa,
ha (nincs tilos sor) a vezéregyesek szima megegyezik az ismeretlenek
szamdwval.

Ha tobb megoldds van, akkor a vezéregyest nem tartalmazo oszlopok-
nak megfeleld ismeretlenek szabad paraméterek, a tobbt ismeretlen pedig
ezekkel egyértelmien kifejezhetd. A megolddsszam végtelen test esetén
végtelen, t-elemi test esetén pedig t°, ahol s a szabad paramétlerek szd-
ma.

Freud Robert

LINEARIS

ELTE
EOTVOS
KIAD 6

1. dbra. Freud Robert: Linearis Algebra



1. Oldjuk meg Gauss-eliminédcidval a kovetkezs egyenletrendszereket!

(a)

233‘1 + X2+ T3 =
T+ 3I2 + 21’3 =
x|+ 2$2 -+ 2%3 = 5

—8r1 +ro+ax3 = 1
I1—5$2+$3 = 16

.CE1+.T2—4333 =7

33%1 + 251’2 + 231’3 = 78
20x1 + 1729 + 1425 51
2521 + 2070 + 1725 = 62

T, — Ty — T3 — Ty = —4
-1 + ]_05(72 — T3 — T4 = 12
—r1 — Xy +Or3— x4 = 8

—X{ — Ty — X3 + 10.934 = 34

2. Adjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszerek altalanos
megoldasat.

(a)

20 =3y +62 = 14
—3x+2z = 3
r—6y+ 14z = 31



r—y+z+t = 2
—3z+3t = 0
—2r—y+z+4t = 2
do —y+2—-2t = 2

3. Gauss eliminaciéval oldjuk meg a kovetkezé linearis egyenletrendszere-
ket!

(a)

—31’1 + 29 — 3$3 = -9
r1 — 2.1'2 +x3 = 13
5r1 +2x3 = —13
(b)
T +x2+a3 = —8
—ZTo+ T3 = 3
3.771 + 29 + 2.1'3 = -9
(c)
31’1 — 31’2 = =30
T+ 31‘2 + 31’3 = 29
2.1‘1 — 21’2 + 3273 = -5

4. Hatarozzuk meg a kovetkez§ matrixok inverzét Gauss-eliminacioval!:

(a)

2 -1 2
A=14 -4 6
6 -7 8
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