Algebra és szamelmélet gyakorlat
2023/2024 1. félév

2023. November 17.

1. Emlékeztetd

1.1. El6adas (2023. november 10.)

Absztrakt algebra: Miivelet, asszociativitas, kommutativitds. Null-
elem, egységelem, ellentett, inverz. Csoport, gytrt, nullosztémentesség. Ad-
ditiv és multiplikativ csoport. Egységelemes, kommutativ, szokasos gytirti,
test. Az egyszertsitési szabaly, szorzat inverze. Polinomgytirik.

Irodalom: Kiss Emil 18. és 19. dia.

1.1. Definicié. Ha eqy nem tres halmazon értelmezett eqy asszociativ mi-
velet, akkor félcsoportrol beszélink.

1.2. Definici6é (Csoport). Egy G nem tres halmaz csoport, ha értelmezett
rajta eqy x mdivelet a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) A * miuvelet asszociativ;
(2) A x-ra nézve az 1 egységelem. (neutrdlis elem,)
(3) G minden elemének van inverze.
Kommutativ(Abel-csoport) csoport: ha * kommutativ.
Példak:
e 7,Q,R,C,Clx], R"™™ kommutativ csoport az tsszeadésa.

e Q R, C-bdl a 0-t kihagyva kommutativ csoport a szorzasra.
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e Az S, permutaciéi nemkommutativ csoport a kompoziciora n > 2 ese-
tén.

e 75 elemei kommutativ csoport a mod 5 Gsszeadasra

1.3. Definicio (Gyftirti). Az R gydri, ha értelmezett az dsszeadds és a szor-
zds mivelete gy, hogy

(1) Az dsszeadds asszociativ.

(2) Az dsszeadds kommutativ.

(3) Van az ésszeaddsra nézve egy 0 nullelem.
(4) Minden elemnek van ellentettje.

(5) A szorzds asszociativ.

(6) Tetszbleges x,y,z € R esetén igaz a disztributivitas: (x+y)z = xz+yz
és z(x +y) = zx + zy.

Kommutativ gyird: a szorzdas kommutaliv.

Egységelemes qyidri: a szorzdsra nézve van egységelem (jele 1).

Test: egységelemes, kommutativ gyird, amelyben minden nem nulla elemnek
van (a szorzdsra) inverze.

1.4. Definicié. Ha eqy gyidrd nem nulla elemei csoportot alkotnak a szor-
zdsra, akkor a gyirit ferdetestnek hivjuk. A testek a kommutativ ferdetestek.

1.1. Tétel. Minden ferdetest nullosztomentes

1.1. Allitas. A Z,, gyird akkor és csak akkor nullosztémentes, ha m prim-
szam €s ebben az esetben test is.

Példak:
e A polinomok, azaz Z[z], Q[z], R[z], C[z] gytirt.

e A négyzetes matrixok, azaz Q"*" R™*" C"*" gy(rd.

Folytonos (differencidlhato) R — R fiiggvények: gyfiri

Az a + bi alaka szamok (a,b € Z): gytird

Az a + bi alaka szamok (a,b € Q): test

Az a + by/2 alaki szamok (a,b € Z): gyfird
Az a + by/2 alaki szamok (a,b € Q): test
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2. Feladatok

1. Irjuk f51 a modulo 5 és a modulo 6 Gsszeadas és szorzas tablazatat.
Végezziik el a 2 : 3 osztést modulo 5. Tudunk-e osztani Z; minden nem
nulla elemével? Igaz-e, hogy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik
tényezGje nulla? Mi a helyzet modulo 67

2. Hany nulloszté van Z,-ben?

3. Az aldbbi struktardk gyiirik-e? Ha igen, kommutativak-e,
egységelemesek-e, nullosztémentesek-e, testek-e? Amelyek gytrik,
azokban mik az invertalhato elemek?

(1) {a+bi:a,be Q} aszokisos Gsszeadasra és szorzasra nézve.

(2) G={a+bi:abecZ} aszokisos dsszeadasra és szorzasra nézve.
(Gauss egészek)

(3) {a+bv2:a,be Q} aszokdsos Osszeadasra és szorzasra nézve.
(4) {a+bv2:a,bc Q} aszokisos Osszeadasra és szorzasra nézve.

4. Mutassuk meg, hogy a Zg gytiriben R = {0,2,4} részgyirit alkot.
Egységelemes gytirt-e, illetve test-e az R gytrd?
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