Algebra és szamelmélet gyakorlat
2023/2024 1. félév

2023. November 16.

1. Emlékeztetd

1.1. El6adas (2023. november 8.)

Linearis algebra: Linearis kombinécid, oszlopvektorok filigget-

lensége, jellemzése linearis egyenletrendszer megoldhatosagaval. A
fiiggetlenség és a fiiggés kapcsolata.  Vektorrendszer és matrix rangja,
sorrang=oszloprang=determinansrang. A rang meghatirozasa Gauss-

eliminacioval. Linearis egyenletrendszer megoldhatésaganak, és a megoldas
egyértelmiségének jellemzése a rang segitségével. A determinans eltiinésének
jellemzése.

1.1. Definici6 (Linearis kombinaci6é). Legyen wu,,...,u, € T* és
Moo m €T, azaz vegyiink m darab T*-beli vektort és ugyanennyi T-beli
skaldrt. Ekkor a Mu, + -+ + Anu,, € T* vektort az u; vektorok (\; skaldrral
képzett) linedris kombindcidjanak nevezzik.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla. Vagyis v,...,9,,
akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha CSAK a trivialis linearis kombi-
naciojuk nulla.

1.2. Definici6. Az u,,...,u,, € T vektorok linedrisan dsszefiiggdk, ha lé-
teznek olyan A1, ..., \,, € T skaldrok, amelyek nem mind 0-k és

Mty + -+ Ay, = 0



1.3. Definicié. Az uy,...,u,, € T* vektorok linedrisan figgetlenck, ha
My + -+ Ay, = 0 CSAK dgy valdsulhat meg, ha mindegyik \; = 0.
Azaz

MUy + -+ Ay, =0 = X\=0,1=12...,m.

Fiiggetlenség és egyenletrendszer A v,,...,v,, € T" akkor és csak akkor
linedrisan fiiggetlen, ha az z1v, + - - + x,,v,, = 0 homogén lineéris egyen-
letrendszernek csak trivialis megoldasa van. FEzért a fiiggetlenség Gauss-
eliminacioval eldonthetd: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran
nem keletkezik szabad valtozo, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

1.1. Tétel. Akdrhogyan vdlasztunk T*-ban k-ndl tébb vektort, ezek sziikség-
képpen linedrisan 6sszefiiggdk.

1.4. Definicié. v € V linedrisan figgv,, . ..v,,-t6l, ha felirhato vy, vs, ... v,,
linedris kombindcidjként.

A matrix oszloprangjat az oszlopai koziil kivalaszthato linearisan fiigget-
len vektorok maximaélis szamaként értelmezzik:

1.5. Definici6é (Oszloprang). Egy A mdtriz oszloprangja v, ha A oszlop-
vektorai kézott taldalhato r linedrisan fiiggetlen, de r-nél t6bb nem.

1.6. Definici6é (Sorrang). Egy A mdtriz sorrangja r, ha A sorvektorai ki-
z0tt taldlhato r linedrisan fiiggetlen, de r-nél t6bb nem.

1.7. Definici6 (Determinansrang). Egy A mdtriz determindnsrangja r,
ha van olyan r X r-es aldetermindnsa, ami nem nulla, de bdrmely r-nél na-
gyobb rendi aldetermindnsa mdr nulla.

1.2. Tétel. Bdrmely mdtrix oszloprangja, sorrangja €s determindnsrangja
megegyezik.

Ezt a kozos értéket nevezziik a matrix rangjanak. Az A matrix rangjat r(A)-
val jeloljiik.

1.3. Tétel. Az Ax = b egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
r(A) = r(A|b), azaz az egyiitthatomdtriz rangja megegyezik a kibdvitett mdtrix
rangjdval. Megoldahtosdg esetén a megoldds akkor és csak akkor egyértelm,
ha a (kézds) rang megegyezik az ismeretlenek szamdval.



2. Feladatok

1. Déntsiik el az alabbi R?-beli vektorokrol, hogy linearisan Osszefiiggsk
vagy fliggetlenek. Ha Gsszefiiggdk, fejezziik ki az egyiket a tobbi linearis

kombinaciojaként.
1 2 1
Dw=(2),w=[1],u=1[1
1 2 1
1 2 2
1 2 1

2. Dontsiik el az alabbi R*-beli vektorokrél, hogy linearisan Gsszefiiggdk
vagy fliggetlenek. Ha Gsszefiiggdk, fejezziik ki az egyiket a tobbi linearis

kombinéci6jaként.
1 -2 -1 1 -2 -1
2 5 4 2 5 4
(2) 3 Y 0 Y 1 (ZZ) 3 Y 1 ) 1
4 1 2 4 1 2

3. Linearisan fiiggetlenek-e (kiilon-kiilon) az alabbi matrixok oszlop-, il-
letve sorvektorai? Mindegyik méatrixban adjunk meg annyi linearisan
fiiggetlen oszlopot, ahanyat csak lehet, az Osszes lehetséges moédon. Ha-
tarozzuk meg a matrixok sor-, illetve oszloprangjat.

1 00 1 2 3 1 0 6 1 21 1 2 3
001),1456,(12035),(1 11,01 2
010 78 9 300 3 2 3 001
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