Algebra és szamelmélet gyakorlat
2023/2024 1. félév

2023. Oktober 27.

1. Emlékeztetd

1.1. Definicio (ElGjeles aldeterminans). Tekintsink egy n-edrendd de-
termindnst. Hagyjuk el az i-edik sort és a j-edik oszlopot, igy egy (n — 1) X
(n — 1)-es determindns keletkezik. Az a;; elemhez tartozo A;; eldjeles alde-
termindnson ennek a determindnsnak a (—1)" -szeresél értjiik.
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1.1. Tétel (Kifejtési tétel). Ha egy sor minden elemét megszorozzuk a
hozzd tartozo eldjeles aldetermindnssal, az igy kapott szorzatoknak az dsszege
a determindnssal eqyenld.

det A = ainAin + aAip + -+ + aipAin = Z @ijAij.
j=1

Ezt hivjuk a determindns i-edik sor szerinti kifejtésének. Természetesen ha-
sonlo dllitdas érvényes sorok helyett oszlopokra is.

Példa:
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1.2. Tétel (Ferde kifejtési tétel). Ha egy sor elemeit rendre egy mdsik
sorhoz tartozo eldjeles aldetermindansokkal szorozzuk meg, az igy kapott szor-
zatoknak az dsszege mindig 0.

det A = arlAkl + arQAkQ +-+ a/rnAk:n = Z arjAkj = 0.
j=1

Itt a kifejtés sz6 megtévesztG, mert az Osszeg értékének semmi kdze sincs az
eredeti determinanshoz; ez az 0sszeg mindig 0, fiiggetleniil att6l, hogy maga
a determinans 0 vagy sem.

Példa: Ferde kifejtés a masodik és harmadik sor szerint:

1 4
3 6

2 3
5 6 =—-12+4+30—-18 = 0.
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1.2. Definici6 (Adjungalt). Legyen A € C**™. Ekkor A adjungdltjin azt
a B € C™* madtrizot értjik, amelyre B;; = a; (ahol Z a z komplex szdm

konjugdltjat jelenti). Az A mdtriz adjungdltjat A*-gal jeloljik.

Egy matrix adjungéltja tehat a transzponaltjanak a konjugéltja. Valos elemi
A esetén nyilvan A* = AT

1.3. Tétel. Az M négyzetes mdtriznak pontosan akkor van inveze, ha
det(M) # 0 és ekkor az invez képlete

L1

Vagyis vessziik az elGjeles aldetermindnsokbo6l 4116 matrixot, transzponaljuk
és elosztjuk M determinanséval.
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1.4. Tétel (Cramer szabaly). Jelolje M; azt a mdtrizot, amelyet az M-

bol gy kapunk, hogy a j-edik oszlop helyére a b oszlopvektort tessziik. Ha
det(M) # 0, akkor a megoldds

Példa:
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Példa:
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1.5. Tétel (Vandermonde-determinans).
1 v 2 ... 7{“1
R I
V(71772>"'77’n) = 1 R E = H (71_7]>
R : 1<j<isn
1 v 2 ... 4t

1.1. Bizonyitas. Vonjuk ki jobbrol balra haladva minden oszlopbol az 6t
megeldzd oszlop v, -szeresét:

1 0 0 0

I %—m 722—7172
L ys—m 7% —ms
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Most vonjuk le minden sorbol az elsé sort, ezzel az elsd oszlop utolso n —
leleme is 0 lesz, a tébbi elem pedig nem vdltozott. A mdsodik, harmadik stb.

75“1 - %73‘2
Y3 — NV

Al — 2




sorbol rendre vy — y1-et, 3 — Yy1-et sth. kiemelhetink. FEzzel a:

1 0 0 0

0 1 = 7;‘_2
(a=m) (=)0 1 7 75

01 v, 7;‘_2

alakra jutunk, amivel

(72 - 71) T (’Yn - ’Yl)V(”Yz/Y& s 7’771)

eqy eggyel kisebb rendid Vandermonde-determindnsra vezettik vissza. FEzt
megismételve (vagy teljes indukcicdval) adddik a tétel. |



1.3. Definicié (Permutéacio). Legyen X (rendszerint véges) halmaz. Az X
halmazt onmagdra képezd kélesindsen egyértelmii figguényeket az X halmaz
permutdcidinak nevezzik. Ezek dsszeségét Sx jeloli. S, az (1,2,...,n) dsszes
permutdcidinak a halmaza. Tehdt az S,, elemszima n!.

1 2 3 4
/= (2 4 3 1)
azt jelenti, hogy f(1) =2, f(2) =4, f(3) =3, f(4) = 1. Az f fiiggvény a
fels6 sor minden elemét az alatta lévGbe képezi.

A permutéacio jelolése:

1.4. Definici6é (Transzpozicio). Legyen X halmaz ésx #y € X. Az x és
y cseréje az az f(x,y)-nal eldll permutdcio, amely az x-et y-ba, az y-t x-be
wviszi, az X tdbbi elemét pedig firen hagyja, azaz sajdt magdba képezi. Az
ilyen permutdciokat cserének vagy transzpozicionak hivjuk.

1.6. Tétel. Minden permutdcio cserék (transzpoziciok) szorzata.

Példa:

orzsas

12 451 3
elgallitasa cserék szorzataként: f = (3,5)(1,4)(1,2):

1 2 3 4 5
21 3 4 5
2 4 315
2 4 5 1 3

f tobbféleképpen is felirhato cserék szorzataként:
f=(1,2)(2,4)(3,5) = (1,5)(1,4)(3,5)(1,2)(3,4) Is igaz.

1.5. Definici6é (Inverzid). Legyen f € S, egy permticid és 1 < i <i < n.
Ha f(i) > f(j), akkor azt mondjuk, hogy ezek inverzidban dlinak. Ha f(i) <
f(4), akkor nem dllnak inverzidban.

f= 1 2 3 45

- \2 45 31

Inverzi6: 21,43,41,53,51,31. Nem inverzid: 24,25,23,45. Az inverziok sza-
ma tehat: 6.

Példa:



1.6. Definicié (Permutéacio elGjele). Az f permutdcic pdros, ha az in-
verziok szdma pdros. Ekkor az f eldjele +1. Jelolés: sqg(f) = 1. Az f
permutdcio paratlan, ha az inverziok szama pdratlan. Ekkor az [ eldjele —1.
Jelolés: sq(f) = —1. Vagyis ha az inverzidk szdma j, akkor sg(f) = (—1).

1.7. Tétel. Ha n > 2, akkor S,-ben a pdros és pdratlan permutdciok szama
egyardnt n!/2.

1.7. Definicié (Ciklus). Legyen X halmaz és x1,x9,23, ..., 251,21 € X.
Ekkor (x1,29,23,...,25_1,%) az a permuldcid, amelynél x1 — xo — x3
coy b Tp1 > X > xy és X tobbi eleme a helyén (fizen) marad. Neve:
ciklus, melynek hossza k. Diszjunkt ciklusok: nincs kozos elemiik.

1.8. Tétel. Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutdcio a sor-
rendtdl eltekintve eqyértelmien felirhato pdronként diszjunkt ciklusok szorza-
taként.

1.1. Kovetkezmény. Pdros hossziu ciklus pdratlan permuldcio, pdratlan
hosszi ciklus pdros permutdcio. FEqgy permutdcio pontosan akkor pdratlan,
ha ciklusfelbontdsdban a pdros hosszu ciklusok szdima pdratlan.

2. Feladatok

1. Szamitsuk ki az aldbbi determinansokat a fels¢ haromszog alakra hozas
modszerével, azaz Gauss-eliminacioval!
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2. Hany inverzi6 van az alabbi permutaciokban?

78 123456 78 a b c d e

8 7 5 76 483 21 c a e b d

3. Hény inverzié lehet maximum egy 5 elemd halmaz egy paratlan per-

mutaciojaban?

4. Adjuk meg az alabbi permutaciok ciklusfelbontasat és elgjelét.
1 2 4 5 6 7 8 123456 78 a b c d e
25 1 4387 576 48 3 21 c a e b d
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5. Adjuk meg az aldbbi permutaciok ciklusfelbontéisat és elGjelét.

(1234)(35)(1432)(35); (12345)(234)(12345)71; [(12)(23)(34)]"**.

Hazi Feladat: Szamitsuk ki az alabbi determinanst!
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