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1. Emlékeztetd

1.1. El6éadas (2023. oktdber 27.)

Osszetett modulust kongruencia visszavezetése primhatvany modulusi-
ra. Primhatviany modulusii kongruencidk megoldéasa. Fokszam redukcio.
Fokszam tétel. Elemi Szamelmélet jegyzet: 116-121. oldal

1.1. Tétel (Magasabb fokua kongruencidk). Legyen n € N, n > 1 és
ok az n primtényezds felbontdsa, tovdbbd

n=py-py
f(z) € Z[z].
Az
f(z) =0 (mod n) (1.1)

kongruencia pontosan akkor oldhato meg, ha megoldhato az
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0 (mod p{")
0 (mod p3?)

f(x) = 0 (mod p*)

szimultan kongruencia-rendszer. Ha ezek kozil valamelyik kongruencidnak
nincs megolddsa, akkor az (1.1) kongruencidnak sincs megolddsa. Ha a (1.2)-



t alkotd kongruencidknak hy, ho, . .., hy eqy-eqy megolddsa, akkor a (1.1) meg-
olddsai:

= hi (mod pi")
hy  (mod p5?)

r = hy (mod pp*)
szimultdan kongruencia-rendszer megolddsai kézétt keresenddk.

Egy magas foku kongruencia esetében a fokszam a modulusnal kisebb
szammé redukalhato, az alabbi tétel alapjan:

1.2. Tétel (Fokszam redukcid). Ha p prim és f(x) € Z|x], akkor létezik
(egyetlen) olyan g egész egyiitthatds polinom, amelynek foka legfeljebb p — 1
(vagy nem létezik foka — azaz az dsszes egyiitthato 0), és minden ¢ € Z-re

fle)=g(c)  (mod p)

1.3. Tétel (Fokszam-tétel). Legyen p primszim. Ha f(x) € Z[x] egy n-
edfoki polinom és van olyan egytitthatdja, ami nem oszthato p-vel, akkor az

f(x)=0 (mod n)

kongruencidnak legfeljebb n megolddsa van

2. Feladatok

2.1. Kinai maradéktétel - folyt.

1. Oldjuk meg a kivetkez6 kongruencia-rendszert:

7r = 11 (mod 12)
13z = 17 (mod 21)

2. Egy négyjegyl természetes szam T72-vel osztva 46, 127-tel osztva 97
maradékot ad. Melyik ez a szam?

3. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval azt az egytdl kii-
16nb6z6, legkisebb pozitiv egész x szamot, amely egyidejiileg kielégiti



az

= 1 (mod 3)
= 1 (mod5)
= 1 (mod?7)

kongruencidkat.

. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az Osszes egész sza-
mot, amely egyidejtleg kielégiti az

(mod 3)

2
3 (mod 5)
5 (mod 2)

kongruencidkat!

. Oldjuk meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az alabbi kongruen-
ciarendszert:

1 (mod 4)
0 (mod 3)
5 (mod 7)

. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval azokat az egész sza-
mokat, amelyek 3-mal osztva 1-et, 4-gyel osztva 2-t, 5-tel osztva 3-at
adnak maradékul.

. Melyek megoldhatok az alabbi szimultan kongruencidk kéziil? A meg-
oldhatokat oldjuk is meg!

a.)

= 3 (mod5)

= 4 (mod7)
b.)

= 3 (mod 6)

= 6 (mod 8)



= 2 (mod 5)

= 3 (mod 6)

= 4 (mod 8)
d.)

= 3 (mod5)

= 1 (mod 6)

= 7 (mod9)

2.2. Primhatvany modulust kongruencidk megoldasa

1. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciat tgy, hogy a felirt kongruenciat
visszavezetjlik primszdmhatvany-modulusi kongruencidkra.

372 +5r—2=0 (mod 12)

2. Oldjuk meg az
??+2+3=0 (mod 125)

kongruenciat!

2.3. Rend

2.1. Definicid. Legyen (a,m) = 1. A k pozitiv egészt az a rendjének ne-
vezziik modulo m, ha a® =1 (mod m), de bdrmely 0 < i < k esetén a* # 1
(mod m)

Az a rendjét o,,(a)-val jeloljiik. Példaul o7(2) = 3, 019(3) = 4 stb. Az Euler-
Fermat-tételbdl kovetkezik, hogy minden (a,m) = 1 esetén létezik az a-nak
rendje és 0,,(a) < p(m).

A rend fogalma csak (a,m) = 1 esetén értelmezhets: ha (a,m) # 1, ak-
kor egyaltalan nem létezik olyan k > 0 kitevd, amelyre a®* = 1 (mod m)
teljestilne.

1. Hatarozzuk meg az alabbi rendeket:

a.) 013(4)



b.) 013(2)
C.) 0107(4)

d) 067(_?))

2. Melyek azok a primszamok, amelyekre

a.) 0,(2) =8
b.) 0,(3) =5
c.) 0,(2) =6

2.3.1. Hasznos linkek

modulo m hatvanyozas
Waldhauser Tamas youtube - Az Euler féle ¢ fliggvén
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